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UN esia nuera edición del álgebra superior liemos suprimido, 
como materia poco imporCanLe en la práctica, la resoIncioQ de 
dos ó mas ecuaciones de grado superior al segundo con igual nu- 
mero de incógnitas, y cuanto á. esta cdcsLÍod se refiere. También 
bemos. suprimido la resolución trigonomélrica de las ecuaciones 
binomias, por evitar repeticiones, pues esta resolución se halla 
en el complemento de nuestro tratado de trígoDometria. Hemos 
mejorado todas las partes de que se componía la primera edición 
de este libro; hemos simplificado algunas, como la teoría de los 
ILmiles de las raices, la de las ecnaciúnes reciprocas, etc. ; am- 
pliado otras, como la de las derivadas, la de las series, etc. Hemos 
añadido la resolución de las ecuaciones trascendentes, la invesli- 
gacion de los valores máximos y mínimos de las funciones de una 
variable, y la descomposición de las fracciones racionales en frac- 
cionea simples; teorías las dos primeras de gran utilidad en las 
aplicaciones de las matemáticas, y la tercera también necesaria en 
la integración de las funciones racionales. 

Creemos haber incluido en esta edición cuantas materias úti- 
les íornaan el objeto de esta parte del álgebra, sin que el volumen 
del libro haya aumentado grao cosa. 

En una nota al fin de la obra, hemos dado la análisis indeter- 
minada do primer grado; aunque este asunto no pasa do ser 
paramente curioso. 
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CAPÍTULO I. 

Fracciones contitmas. 



// MA 



1, 



Se llama fracción continua una espresion de la forma 



6 + 



1 



c + - 



d -{- etc. 

en la que las canlíJades a, h, c, ele. son números enteros y 
posilivos. 

Las fracciones conünnaa sirven para iiallar valores aproxima- 
dos, en términos mas s-encillos, de las fracciones irreducibles, y 
para haflar valores aproximados conmiinsurables de algunas es- 
presiones numéricas inconmensuríibles. 

2 H¿ aquí el método general que debe seguirse para hallar 
en fracción continua el valor de una cantidad conmensurable ó 
inconmensurable en los dos casos que conviene distinf^uir , A 
íaber: euando la canliilad que se. va á transformar en fracciosi 
continua es una cantidad conocida , y cuando dicha cantidad es la 
iocógniía de una ecuación. 
j( 1/'" caso. Sea A la cantidad conocida que se va á transformar 
en fracción continua. 

üallemos el número a de sus unidades: estará A compren- 
<lida entre a y n + 1 , y será por lo tanto 

'. '=''+^ 

siendo y > 1. Despojando la *j en esta ecuación, quedará c 

1 



regaremos á un residuo O, que, para Ciar las ideas, sapondr^- 

R' 

Tuos sea el residuo /?"; seri por lo tanto -— = €'". 

n 

A B 

Suslituveodo en el valor do —- el de y ó —¡-, en el que re- 

suite el (le z á -^, y as.i suce»ivameiiLe, leñáremos 



T = ^ + 



c + 



r + L,. 



Obsérvese que tas divisiones que se han efectuado para hallar 
los cocientes Í7, t", C", 0^"^ son las mismas que se hariaa para 
hallar ol máximo común divisor de los números A y B. 

Luego, jiara reducir una fracción ordmaria á fracción conti- 
nua^ se ejecutarán con sus dos términos las mismas operadúnes 
que para h aliar el má-xitnü común divinar de estos, y ios cocie)i~ 
tes 9«e resuiíen, serán ios cocienífs incompletos déla fracción 
coniinua. 

Si el quebrado propuesto es mayor que 1 , el primer cociente 
será la parle eníera de la fracción continua equivalente; y si el 
qucbnulo es menor que ■! , la fracción continua equivalente no ten- 
dril parte entera. 

Según la regla que acabamos de hallar, si queremos reducirá 

71S 

fracción continua la fracción ^— „ , ejecutaremos el cálculo si- 



228 



guíente ; 



Luego 



715 

7<S 

228 



aas 


31 
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9 
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4 



5- 

11 



^3 + 



7 + 



24- 



< + 



* + -^* 



Si quisiéramos reducirá fracción continua el quebrado 
ejeculartamos el cálculo siguiente: 



75 
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Luego 



m 


w 


5 


1 


1U 


7b 


39 


36 


39 


1 
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1 + 



1 4* 



1 + 
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3." Reducir á fracción continua la cantidad inconmeniura- 
El número d& unidades que contiene v^e& 1 ; hago pues 



de donde 



1 

X = 



Para hallar con facilidad al riíiinero dfí unidades de x, hare- 
mos que el denominador sea raciunal, mulliplicando los dos lér- 

miüos por V2 + 1 , y tendremos 

Las unidades que contiene ¡e son S; hago pues 

y 

Este resultado nos dice que y = x; por consiguiente 

ecuación que nos evita la continuación de la operación; pues po- 

1 

niendo eo el denominador en vez de ¿c su valor 2 + — , seri 



ic = 2-f 



i 



2-f 



¡r 



Volviendo á poner en vez de esta úll 



f contiiiuaado del mismo modu, será 



■'I 



Laego 



<r= 2 + 



i. .1. 



+ 



9 -(- ^ 

2 + etc. 



2 + 



í + 



1 



,.\i 



2 + etc., 
siendo infinilo el liümero de cocientes incompletos. 
Ejemplo bei. secu^dq caso. 
ConMrnir íinns lahlns de logaritmos. 

Supongamos, por ejemplo, que en elaisLema cuya base es 10, 
queramos hallar el logarrtrao de 3: tendremos que hallarel valor 1 
de a- en la ecuación esponcnclal 10^ = 'á. 

flücicndo primeramente 2; =í^ O y en seguida; a: ^ 1 , se ?e que 
is se halla comprendida entre O y 1; Lago pues 

í = + - = -; 

y y 

sustilayendo esle valor en la ecuación 10* = á, tendremos 

I " ■ 

10^ =9. 

Para hallar las nnldades tk y, elevaremos primerami^nte los.] 
dos miembros de la última ecuación á la potencia cayo capónen- 
te es jf, y tendremos 

2^ = 10: ,, 

Jiacieodo sucesivamente y — 1, 9, 3, ...., se halla que el valoi 
de y está comprendido entre 5 y 4; hago pues 

y instituyendo, esle valor en Ja última ecaaci^D, lpf|4íi^| , , f,'. 

i\ 2"^ =10, 
. - i^' íi 



('%^-^. 



Uaciendo sucesivamente s = 1» 2, 3 , se halJa que el va- 
lor de 3 está comprendido entre 3 y 4¡ hago paes 

y sustituyendo este valor en la ecuación üUima, teodremos , 



( ^ ^^ V __ 



I '28 

i"' 



M= 9 



Haciendo sucesivamente u ^ I, á, 3 , se halla que w eslS 

comprendida entre 9 y 10; hago pues 

y continúo asi indefinitlamenle. 

Sustituyendo ahora sucesivanaenle los valores de y, 2, m, etc.» 
resulta 

1 




X = 



3 + 



\ 



3 + 



\ 



í) + etc. 



3, La fracción continua equivalente á una cantidad conmen- 
aurable es limitadti. 

En efecto, las cantidades conmensurables son las enteras y 
las fraccionarias : las enteras no se pueden reducir i fracción 
continua; las fraccionarias, acabamos de ver, se reducen á frac- 
ción cúntlnna, considerando como cocientes incompletos de la 
fracción continua á los cocientes que resultan , ejecutando con 
los dos términos del quebiado las mismas operaciones que se ha- 
rían para hallar su máximo común divisor; y como el número 
de cocientes que resuUan en el cálculo «Sel mAximo común di- 
visor de dos números es limitado iiienipre , se infierij que la 
fracción contiau ' equivalente á la fracción propuesta es '" '- 
tada. 

HeclprocameTite toda fracdoii eotUhiva Umitadn 
una cantidad ronmons'uraOle. 



Para diimoslrír esle recíproco, tümcmoii la fracción continua 
limitada 



3 + 



I 



! + 



3 + 



^-^~-- 
i 



esta fracdoi] coDlluua equivale á 



3 + 



1 



-3 + 



í 



3 + 



<. 



= 5 + — - = 






86 



caolidad conmensurable. 

La fracción conlinuaequivalente á ana cantidad inconviensu- 
rabie ís jji definida. 

Toda fracción conlímia indefinida es et valor de una cantidad 
inconmensurable 

Estoá (los teoremas e$Eán incluidos en los do$ anteriores, y se 
demuesirao fácilmenle por redutcion al absurdo. 
X i. Siendo la fracción contlDua 



fr-f 



4 



c + 



4 



las espresiones 
a, a ~\- --, 



n + 



tí + etc. , 
i 



a + 



6 + 



6 + 



, etc.; 



" + 7 



ú mas biea shs valores equivalentes eo fracciones ordinarias, se 

1 1 1 
llaman fracciones reducidas: v las Tracciones -^, — , — , etc. se 

oca 

llaman fracciones integrantes^ 

Por lo t3uto, para pasar tle ana reducida á la siguiente, no 

iiay mas que cambiar en la redccifía dactíi su último cociente en 

la suma de este cociente j de la fracción integrante que sigue. 

S. fMa reducida cualquiera *e forma multiplicando tos do 



íérminos de la reducida anterior por el cociente carreHpondíen-' 
te (a), y añadiendo respectivam^ente d estos productos hs dos tér- 
minos de la reducida anlei-ior e?¿ dos'(.u{¡ares^ 

Para demostrar esíe teoreraa, observaremos que la primera ve- 



j 'tt 



Uncida es — -; la segunda es 
1 



u+- 



ab 4- \ 



la tercera a + 



b b ' 

se reducirá á fracción ordinaria , mu- 

dando en la rpdacida segunda 6 en 6 -| ; luego la tercera redu- 

e 



6 + 



cida seri 



1(6 + V) + 1 



Esto supuesto, sean-^, ^ dos reducidas coQsecnlivas.ysü* 



Multiplicando los dos términos de este quebrado por e, resulta 

a{bc + 1) +c ^ abe -^ a -\- c (a6 + i)e -\- a 

fie + 1 ~ be + 1 ~ ' íic+~Í * 

Ya vemos qoe esl.a reducida está formada según el teorema. 
P Q^ 
P" O' 

cocientes correspondientes p, q (6); admitamos qne la reducido 
si^^iiente se forme según el teorema, y hagamos ver qne la redu- 
cida si^alcnle á esta ultima se formará también según el mismo 

teorema. ^- 

Por suDOsicton, la reducida sieniente á la — es 
, Q 

' Qr + P 
Q'r -f P^' 
Para formar la reducida siguiente á esta , no hay mas que mu- 

dar» según queda dicho, r en r -í en la reducida 



tendremos, pues, que la nueva redonda será 



Q'r + P' 



{a) EnLendiimos por r-n/" 
inmmplííla quí* ocupa *• 
reducjda i'ntre las T" 

(h) Seguiremo' 



Hiiciil.1 el cocienl*' 
no lugar que I" 




o'(»-+f) + p' ~ ío> + /"> + <?'*■ 

luego osta nueva reducida se forma scRmí el teorema. 

Qiieiia pues demosli-aJo , que si el teorema es i;Íerlo para la 
formación de nQa reducida» lo es también para la formación de 
la siguiente. 

Aiiora bien, el icorema es cierlo para la formación de U re- 
ducida tercera ; luego diclio teorema seríi cierto para la formación 
de la cuarta reducida ; siéndolo ppra e^ta, también jo será ^ara 
la fomiaciori de la quinta , y asi sucesivameiUc: luego el teorema 
es general. 

ITatiar las reducidas de la fracción continua 

1 



Ejemplo. 



i + 



4 + 



9H- 



1 



2-f- 



i-h 



+ T- 



Las reducidas son: 
37 X 1 -f 4G 



46 46 X 2 + a _ 
^7~' 37 X -2 + 4 



97^ 
78 



M„ui. '78x1 +37 



•143 143x1 +97 _ 240 



nS X 1 +78 
240 X 4 + 1 43 _ U03 
193~x~4"+"H5^ 



193' 



i 



J-: 






EsLa ultima es el valor de la Traecion continua propuesta. 
. . 6. La difei-mda de los froduelos en <:ruz da una. reducida de 
*■ lugar par y la sigtaenle es 1 ; y la diferencia de ios produdos en 

cruz de uiía reducida de fugar impar y la sigmerte í? — 1 . 
(Admiliraospara lijar el lugar dejas reducidas, í\w la fracción 

eonlinua coolifue al enlero a ; si este entero falla, se supondrá 

que es cero, y que la primera rednclda es — ). 
Sean 

trrs reducidas consecuüvas cualesquiera-, la diferenria de (nW' 



ti 

productos en cruz de la primera y segQoda es PQ' — QP\ y la 

diferencia de los producios ea cruz de la segunda y tercera 
QF' — PQ' , cantidad igual y de sigao contrario i la diíereocia de 

P O 

los productos en cruz de las dos reducidas — y ~. 

Lufigo la diferencia de les productos en cruz de dos reduci- 
das consecutivas es iguíil y de signo eontrario á i» diferencia de 
los productos en cruz de la áJlima do las dos y la siguiente; lo- 
mando siempre por minacndo la primera de las dos. 

Ahora bien, la diferencia de los producios en cruz de las re- 
ducidas— V -, , 1 .^ y 2,.* de la fracción conlinna, es — I; 

luego la diferencia de los productos en cruz de las reducidas 
2.° y 5.° será 1 , la diferencia de los produí^tos en crua de las re- 
ducidas o.^ y 4.' será — 1 , la de los productos en cruz de las 
reducidos 4.^ y 5.® será 1 ; y asi sucesivamente. 

Corolarios. 1." Lm reducidas snn fracciones irreduciUee. 

P 

Pues si loa dos términos de la reducida — taviesen un factor 

comuD; segun la igualdad 

PQ' — QP'=±i\, 

el primer miembro seria divisible por dicho factor común; ivicgo 
el segundo miembro ±1 seria larabieu divisible por el mismo fac- 
tor; ío que c& absurdo. 

2." Los numeradores P y Q <¿e das redundas consecutivas son 
números primos cutre sí, ó igualmente los denominadores. 
Se demuestra del mismo modo que el corolario 1." 

íí." Si una fracción ordinaria y cuyos dos términos tienen un 
factor común, se reduce á fracción continua, y se forman en se- 
gvUla tas reducidas, la última reducida será el valor de dicha 
fracción, simpUjicada enteramente. 

4.' La diferencia de dov redut^das consecutivas es rt) ^ rfi- 
vidido por el prodvcio de io.^ de^iuminadores da las dvs reducidas; 
siendo el numerador -j- 1 , si la rrdiictda minuendo ucupa lugar 
par, y — I , si laredncída minwudo ocupa iwjar impar. 

7. Las reducidas de hujar impar son menores que ía frac- 
don continua ij las delurjar parlón mayores (a). 



y , ¡f.t] '( ' i/i 



1 tí'i-'Ül > 



-) I 



íiifirLUíi, 1;! ú!timj radiii"!- 



n 



Sea la fraci-ioii conLiuua 
i = a H — 



& + 



1 



c + 



P + 



> 



fl + - 



r + 



í -(- etc.: 



llamemos y 6 la fracción continua r 



y $erá por cúnsigaleale 



í + 



f 



t -\- etc. ; 



ar ;^ a + 



6 + 



c-^ 



= + 



P^- 



9 + 



y 



P Q ^ 

La reducida siguiente á las -— -, — - correspondieotes á los co- 

ientea 'p yq será el valor de j;,y según h regla (S) tendremos 



ci 



x^ 



Por consiguiente 
ó, puesto que 



Q'y^P'- 



PQ' 



será 






-Qy^ p - P'{0'y + ñ" 



P'(Q' y-\-Py 



F 
debiendo lomar el signo +, si la reducida — ; ocupa lugar par, y 

el signo — , si dicha reducida ocupa lugar impai': luego en el 
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prííner caso — ^ > ¿r, y en el segando —^ < x , conforme al 

teorema. 

X 8. Cada redunda se aproxima á la fracción conlinua tms 

■que la reducida anterior. 

P Q 

Sean-— y -— dos reiJjBCidaa consecutivas, y supongamos 

p 

primeramente que la reducida — - ocupe lugar par : haciendo 



^ 



¡/ = r + 



i 



+• 



1 



í + etc., 
hallaremos, como en el teorema anfehor, 



¿p i= 



Q'y + P- 



P' P Q'y + P- P' {Q'y -f P') ' 



Q Qy + P Q 



La cantidad y 6 su igual r -|- 
ademas Q' > F (S) ; luego 

y 



A 



Q 

1 



* + 



(o> + n Q' 

es mayor que 1, y 



t + ele. 
I 



p'iO'y + n (Q'y -i- no' 

tuego la segunda dlfereücia e& meüor que la primera. 

p 
La misma demostración se haría, si la primera reducida — 

fuese tle Engar impar, hallando los valores de las dos diferencias 

f <^ . 
P' ^ O' 
Corolarios de los nos teobemas anteriores. 

I ." Toiimndo una reducida por valor de i" frni^i- 
fí prror es menor que 1 dividido por el pro 
nador/'ü (If dicfia r/íducida y lasiguierte: p' 
i;unllnua comprendida estrc dichas dos ref 



Ifi 



o 



la reducida jy es mayor qao la diferencia entro i y la redncida 

— -, la diferencia entre — y jt será, con mayor razón, meaor que 

O 7n 

la diferencia entre 77 í *^- luego la fracción — será mayor que 

O P 

la reducida — , y menor que la reducida -—. 

tn 
Habiendo demostrado que la fracción — está comprendida 

f entre las dos reducidas ;^ J ^1 6^ evidente que 

L 



m 



O P 

O' '^ P' 



O 
O" 



ó híen (6, Corol. A/) 



mO' — m'O i . 



Siendo 



m ú 



«5 



lue^ío 



»i O' > m' O ; 
mO' — íít'O > O, 



y por (anío, como mO' — m'O es entera, será \ fj mayor que 1; 
pero eo cualquiera de estos dos casos el deaomioadoríM'O' será, 
por consecuencia de la desiguaUlad [Zí], mayor que el denomina- 
dor /''O'; luego in > P'. 

Para deraoslrar aliora que m > P, leñemos, que, siendo 



1" . 


m P 

0' ^ m ^ P' * 


serS 


i 1 1 
^ m "* P ' 




0* m' J*^ 


ú bien 


(T m' P' 
"* í» "^ i» ' 



C3 decir que la íracc-ion — esta comprendida entre -^ y — -; 



\1 



o 



m 



< 9i 

m O 



6 bien 






< 



op^ 



mas el entero O'm — Om' > O, esto es 1 ó mayor que i ; luego 
Om > OP, y pur consiguiente «t > P. 

Consideremos alion una dilucida de logar impar ^ ; y sea 
— , la fracción que se oproxiíba á íf mas que ^-, : digo que m > Q 

P O P 

Sea —la reducida anterinr á la -, — ^ será de lugar par; y 

ahora se demostrará como en el caso anterior, que la fraccioi 

— , esU comprendida entre las reducidas --, y -^,- ; luego 
m F Q 



k 



P 

Pm' — Fm 



m P 



Q 



P'm' 



P'Q' ' 



luei^o, según se lia dpmostrado en los casos anteriores, será 
m > O'. 

Ahora^ siendo - > -^t , y siendo, como se acaba de demos- 
Irar, m' > Q', será también m > Q; pues si fuese m ^0» seria 

— - < -; coutra lo demostrado. 
m Q 

Según eslc teorema, ninguna fracción se aproxima á una frac- 
ción continua, eo términos tan sencillos, tanto como cualquiera 
de las reducidas. 
/)^ 10. Se llama fracción continua periódica la fracción continua 
t^en que un cierto número de cocientes incompletos se repite pcrió- 
J dica é indeQuidaraente. Llamaremos periodo al j^rupo de cocien- 
tes que se repite continuamente. La fracción continua será pírió- 
dica pura, si el período principia desde el primer cociente incom- 
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pteto ; y mixla^ si el periodo no priocipia desde el primer cocieo- 
te incompleto. 

Asi, la fracción continua 

3 + ~ 



. + A 



5 + 



+ ' 



5 + etc. ■ 
es una fracción continua periódica pura; y la fracción continua 



Z + 1 



2 + i 



5 + i 



5+! 



. + * 



S + etc. 
es nna fracción continua periódica mixta. 

Toda fracción continua periódica es una de las raices de una 
ecuación de 2." grado de coeficientes raeionales. 
Primer.caso, Sea la fracción continua periódica pura 
1 



aj = o + 



ft-f 



í 



í + 



-+* 



6 + 



tendreDK» eTÍdeotemente 



I -f etc. ; 



it = o + 






/ + : — ■, 



-i. 



can-^,-í- 



reducidas correspondientes S los dos úllimoi 



cocientes incompletos A y í del periodo: la reducida siguien- 
te á la --', , ó el valor de x, se hallará que es (5) 

_ Lx -\- K 

ó L'x' ^ £'x = Lx 4- í» 

iS XV-fCiS" ~-t)x^K=0, 

ecuación de segundo grado cujos coeficientes L', K' — L y A^soq 

caotidaJes enteras. Teniendo esLa ccnacion dos raices reales una 

positiva y otra negativa, la primera será el vator de la fracción 

continua periódica. 

Segundo cam. Sea la fracción continua periódica mixta 




SasLilu^eiiJo este valor en la fracciojí conüDua propuesta, leo- 
(IremoK 

, 1 




T U 

Seaxi -^ y — ; las *3os reducidas de esta fracción cootinua corres- 
pondientes á los cocientes l y m, será 

Ux -\-T 

^~ u'x-^ r 

También, según el primer caso, el Talor dea: se halla por la 
ecuación 



X — 



Lx 4- K 



m- 



Lx 4- K' 

Eliminando J? entre esta ecuación y la [1], que es de primer gra- 
do con respecto á x, resulta una ecuación de 2." grado en y, cu- 
yos coeflcienlcs son racionales. Como la ecuación que resulta en 
y, puede tener sus dos raices positivas; ú se quiere hallar eo 
fracción ordinaria el valor de la continua í/, se deducirá de la 
ecuación [2] el valor positivo de x, y sustituyendo este valor en 
ta [1] se tendrá el verdadero valor de la fracción continua pro- 
puesta. 



CAPÍTULO II. 
Funciones derivadas. 



\ 



V^ 



Artículo i.* 
Nociones preliminares. 



H. Digimos {Alg. elem. 97) que se llama fundón de una d' 
mas cantidades variables toda canliiiad cuyo valor depende de loa' 
que se den á dichas cantidades varíalules. 

Para representar una función, se escriben dentro de un pa- 
réntesis las variables í;, y, z, ílc, y se antepone á' dicho parén- 
tesis una de las letras í", F'i,I'\ ..... f,f\, ft 9, 91, tpa..... 

Ksi, F{z),F(x-,y),<f{x,tj,z),eic. representan funcionesde 
una variable , de dos variables , de tres variables, etc. 



En UD mismo cálculo dos funciones diferentes se indican por 
medio de iniciales diferentes. 
Asi, en la igualdad 

las funciones representadas por las letras f, /", ,/'j son diferentes 
cnlrc si. 

Si leñemos una función cualquiera de una variable, y la re- 
presentamos por /(íf), y damos á la variable j de esta función nn 
valor cualquie^ra a, el valor que entonces tiene la función se re- 
presenta por /"(a). Si la función es de dos, tres ó mas variables» 

y se représenla por /"(¿c, y, z ), y se dan á las variables x, y, 

3..*.. los valores cualcsqniera u, h^ c , se representará el valor 

particular correspondiente de la íiincion por /"(a, b, c ). 

Asi, siendo 



será 







Si 

será 



a' — 2a + 4, 
f{T, fj)=ijnj -}- jf — 1 , 



f{¿,^)^ 9x3 +5*— 1, 

12. Se llama función algébrica la función en que la variahle 
independiente (6 las variables Independienles) tiene esponenles 
y coeíiüientes conocidos. 

Asi, 5j — 5j. es una función algébrica de una variable; 
T1J — 4i* es una función algébrica de dos variables. 

Llamaremos función entera á la función de una variable en cu- 
yos términos la variable tiene esponentes enteros y positivos. 

Asi, 3j;', 5j^ — \ £ -{- % son funciones culeras de x. 

Se llama función iroi-cendenie Loda espresion en que la varia- 
ble (ó las variulílesj entra tomo espontuile, ó Lajo los signos 
log, sen, are sen (arco cuyo seno es), are Ig (arco cuya tangente 
és5, etc. 

Asi, fl*", log 3', sena:, are aen a;, j; -f- log y sop funciones tras- 
cendentes. 

Función esptieila úc una variable es la función on que están 




. r ** - 4 

determinadas las operatiionea que deben hacei^e en sus diferébtes 

lérmiDos pyra obtener el valor de la función. 

Asi, X — Ka;* Ú y ^ 3¡c — Síc* ea una fancion esplicita de 
la Tariable x. 

FuDcicn im-pUcita de una variable es la fancioii que está liga- 
da á la variable por medio de una ecuación no resuella. 

Si, por ejemplo, tenemos la ecuación 

j la íC ea la variable indepejíiliente, la y seríi una faüclon impUci- 
la (le la variable x. tista Tuiíciun y se baria eaplícíta resolvíeudo la 
ecuacioij cod respecto á ella. 

Si tenemos una función [(x^ y, s,....) de una ó mas variables, 
las cuales supondrcnws tienen valores cualesquiera, pero Ojos, y 
damos áeslos valores los incremeolos positivos ó uegaLivos h, k^iy.. 
la función tendrá el nuevo valor ({t. -ir h , y -\- k, z -\- I,....), 
y por tanto habrá recibido el incremento 

flx-\-h,y+k, 3 + /, )~{{x,y,z ), 

el cual puede ser positivo 6 negativo. 

15. Se llama derivada de una función f(x) de una variable 
el limite de la razón del incremento de la función al incremento 
de la variable, cuando este último incremfinlo se acerca á cero 
indeíinidnmenle. 

La derivada de /(ar)se representa por /"(ar), y se lee función 
prima de x. 

hhi, siendo 

f\x) — ic*— 3j; +1, 
se tendrá 

/■(> + ^) = (¡F + ft)' - 3(£e + k) ■j-í = i^' — Zx + i) 
+ C2¡c — 3)A-f- A'. 

El incremento de la función es en este caso (2.t — 5) ft -(- h*: 
la razón de este incremento al incremento h de la variable es 
2a? — 3+/í, cuyo límite» disminuyendo A indefinidamente., es 
2x — 3; y por tanto 

r(x) =r 2x - 3. 

La derivada de p(x) se llama la derivada s<?ín3T>da de la fun- 
ción f{x), se representa por /^'(x); y ae enuncia (tinción sc- 
ijunda de jt. 

La derivada de fin:) es la derivada lercera de la función, 
se representa por (" (x), y se lee función tercera de í, y asi su- 
cesivamente. 

A veces la función f{x) se suele representar por una letra 



y, Vf etc., j SU3 derivadas sucesivas ge representan eo tales casos 
Pt>ry,y'.y"'. etc., «', «",«'", etc. 

Ahtícdlo 2.° y^ 

derivadas de Iqs funciones espíi'cíías de «no vartabla. 



1 4. £/ íí'ííu'íc dsl produelo de varios factores variables es igual 
ai producto de los limites de dichos factores. 

Sean A', Y, Z, U cuatro factores variables, j1, B, C, D sus 

limiles respectivos: digo que \im.{XYZÜ) :^ AJtCD. 

Eü efecto, pudiOndose aproximar iadefinidametite los facto- 
res Tariables A', V, Z^ (I k sus limites A¡ B, f, J)^ es claro que 
d producto ATZÍ/ puede también aproximarse al producto itifC¿> 
en menos de cualquiera cautiíJad por pecjueña sea. 

Corolario. El lifnite del cocieiHe de dus cantidades vanables 
es igual al cociente de los limiíes de dichas caiUidades. 



En efecto, 



- « -^ y I 



X / I \ 

iuego Itm. y — lira. I -K x -- J : 

mas, según el teorema principal, 

nm.( Xx — Wlim.XxÜm. — = i j< — = -; 
\ í y Y ¡So 

luego lini. -^ = --, 

19. £^£ limite detacaniidad I 1 -| ) es [a cantidad 1 -f- 1 

1 1 1 

"(""íT '^ ¿Tí" "^ - , „ - , + ■'"■ creoiendo m indefinidamente. 

Supongamos en primer lugar que m sea un número entero 
positiso. Tenemos por la Eúrmala del binomio 

A 4- i\'"= 1 + ,« 1 + "it^ ^)1 . «íC™-l)(m-2) 



S.5 



ffl' 



f n(m— 1)(ot— 2)(ffl— 3) J^ 1 

á.3,4 fw*' *»""■ 



6 tiieo 

\ mj 2 2,0 

"' 2^51^ "^ ^ m^" 

Para hallar el limite de este desarrollo creciendo m iodeQni- 
damentc, tomemos en él ud cierto número de términos, m+ i, y 
la suma S de eslos n -}- 1 lérmÍDoa será 

s = , + i + _Jí + V — ^ — «iI + + 

(i--'Vi-^) (.-^ 

2.3 n 

La suma ^ de los siguientes térmioo^ del desarrollo seri 

ñ — V "^A ^/ V mj 

2.3 (n + 1 

(.-iYi-l) (.-^^) 

\ mj\ m f V "*'_!_ _i_ ■ 

a.3 (n + a; '~ '^ "^ "^ 

por lo íanto 

( i + -Y^ S + A 

V. m/ 

Creciendo m indefinidamente, la cantidad^ tiene evidentemente 
por limite 

» + i + Y + 2."3 ^ 2X4 "*" •" "•" 2.3.4,.. n' 
Para hallar el límite de fi, observo que sus términos son respe" 
tivaraeüle menores que los de la progresión geométrica 




ts 



Esta suma equi?ate á 



1 



2" 



m 



m — 1 



i 



9 — 1 



2" 



íí^' 



[por consiguiente /f es meoor que esta cantidad, y con mayor 
razón 

1 



\ 



m 



ñ < 



íi-i» 



2 

cantidad qae puede acercarse á cero cuanto s& quiera creciendo 
n indefinidamente; luego el limite de /i es 0; y por tanto, 
/ A \m i i 1 

'"»■(' + -)=' + '"^í + ^+2^ "^■- 

Por abreviar llamaremos á esla serie e (a). 

Supongamos ahora que m sea un número fraccionario positi- 
vo, tan grande como se quiera, estará comprendido entre dos en- 
teros consecutivos ny n -\- \. Tenemos evidentemente 



(-a-), 



6 bien 



i^-^)' 



(-a 



-«^íTO+I 



■0 + ^r = ('+;rfT) 



Si «í crece indefinidamente, también n crecerá del mismo mo- 

se- 



do ; Ineco el Umi te de ( 1 -f ) y de f 1 + ■ — ] 

rá e, según él caso anterior; y como el limite tanto de 1 -f- 



como de i + 



I 



(■ 



n + i 



es 1 , se infiere qoe el limite del producto 



1 



1 + — 1 ( í + — } será e, como también el del cociente 



f(t) Loa logaritmoa en el sistema cuya base e* e, se llaman logaritmos fu- 
perianoF, y Be representan por la inicial (. Asi, U quiere decir logaritmo ne- 

periano de a. 



«6 



í 1 + — I : ( i -\ V TcDcmos pues quü las dos 

caotidades |1+ — 1 y ( i -\ 1 tienea por limite e. 

creciendo indenniclBmcTite m y por consiguiente taml]ien n: mas la 

(. - TU 
i -^ — j esia comprendiiía enLre las dos cantidades 

M + — I y ( i + ■ - ■ J ; luego su Uuiite eerá también e. 

I Supongamos ahora que?» sea un nfimero negativo, do un valor 
absolnjQ InJefifiidímeíile grande: poüiendo en manifiesto el üigDO 
de m, Iq espresfon, cuyo limite se traía de Iiallar, es 

/ i \- (4 _ / m — <! \"" _ 1 _ 

V 'iii ) \ m J /tn^—VV" 

V Wi / 

(.^)" = (' + ™-^r"'0+i;r^) 

Creciendo ?n indefinidamente^ el primer factor de este *último 

producto íiene por limite e, y el segundo factor llene por limite i ; 

/ ■) \~ '^ 

luego el límite del mismo producto, ó de I i es e X 1 

V mj 

Nota.. Si a es una cantidad cuyo valor absoluto puede serme- 
ñor que cualquiera cantidad dada, -—será una cantidad cuyo va- 
lor absoluto será mayor que cualquiera cantidad asignable ; luego 



llm. (1 + a) = e. 
^6. Pasemos ya á hallar las derivadas de las funciones espH- 
citas de una variable, y principiemos por las que se llaman fun- 

^ clones *íiii;)/cs , por no eolrar la variable en ellas mas que una 
sola vez:. 

Derivada de la frmcion x" , siendo m un número entero ó frac- 
cionarlo, positivo á negativo. 

Siendo h el iacrcmento dado al valor fijo x de la variable, la 
derivada de fl;"' es, según la defioicion, 

- llm. (" + ''?" ^^ = lim. ^~ . ^'^^'^ , 




H 



y si hacemos =: a^ ú k=: ax, la Jerivaila pcáida será 

X 



Uro. af* . 



(1 4- ct)"» — 1 _ 



lim. ¡r'^ 



_4 ("< +«^-1 . 



y pues T tiene UQ valor cualquiera, pero fijo, a;"'~* es indepen- 
dJBDle de ce; y por tDnto la derivada de x*** es 

a 

La cuestión esiá pues reducida a hallar esle limite, es decirla 

(I -j- otl™ 1 

caiitidad constante á que se va aproximando -^ — ' — — á 

GL 

medida rjue hy y por consiguiente a, va acercándose indefinida- 
mente áO. 

Sea en primer lugar m entero y positivo. 

Tenorios 

a ~ (1 -f a) - 1 - t> + ^^^ + 

luego 

(1 + ar — 1 



Ilm. 



ce 



] -{-i -f...+ I H- I 



m. 



Se,i ahora m ^= -^, fracción positiva: tenernos que hallar el 
limite dB Si±^l^A. 



a 



i-,' 



Hadamos 



s^erá por lo tanto 



^ + a = (14-6)'. 






a 



S medida que /s va disminuyendo indefinidamente, a disminuye 
del mismo modo, asi como también 6; luego los limites del divi- 
dendo Y divisor de este cociente son, según el caso precedente, 7) 

y ífi luego el del inisrao cociente es -— ó »«. 



£B 



Sea por üUimo m := — n, número negativo enlero 6 fraccio" 
nario: tenemos que hallar 



ilm. 



a. 



Tenemoa 






(1 + a)" 



— 1 



_. Cí+«)" 



a. 



^ 



a. {\ + a)" 

(I +íi)i' - í 



(1+a)» 
El limile del primer factor — 



a. 



I 



es — í , y el del 



, 1 + a)" 

segundo es, según qaeda demostrado en los dos casos aotcrínres^ 
n; luego el del producto es — I x n ^= — n ^m. 
Queda pues demostrado que en lodos los casos 



m. 



a 



Por consiguiente la derivada de x™ es mx"'"^. 

Luego la dtrivada de una potencia de la variable es Í§uaL al 
esponenle multiplicado por wiiH potencia de í& variable, cuyo íí- 
poiienle es inferior en una mudad al de la potencia propuesta. 
)JK l7. Derivada de la función esponencial a", siendo a poiitivo, 
ir Según la definición, ia derivada de o^ es 



Um. 



fl''- 



h 



^ Hm. a^ 



a" — í 
h 



= fl^lim. 



1 



h 



Para Iiallar este limite, observaremos que siendo /i una canti- 
dad positiva, tan pequeña como se quiera, será a'' > í cuando 
a > ^ , y a''^ ( cuando a < i {Alg. elein. 200 y 202); y en am- 
bos casos la diferencia a'' — I es una cantidad tan pequeña como 
nos acomode, siendo h convenientemente pequeña. 
Hagamos la díifcrencia 

ó a'' = í "t- a; 

serS. a > O, cuando « > 1 ; y x < O» cuando a < i: de esta 
igualdad, tomando ío& logaritmos neperianos de los dos miem- 
bros, y despejando en seguida la h, resulta 



_ t(1 + 
la 



a- 



luego 



o" — i 




\a 


■ 


h 


1(1 + a) 


\ + a 


1 



K 



El limite de 1(1 + ct) es (IB, nota) le = 1 ; luego 



lim. — — -^ ^^ In. 

k 



Por consiguiente ía derivada de la cantidad esponendal a* és 

Luego ía derivada de la [unción esfonencial^^ es i^ual al pro- 
dudo de la misma función -por el logaritmo neperiano de la base. 
Corolario. La derivada de e* es c', pues le = 1. 
í 8. Derivada de la función logarítmica log x. 



/ 



i 



Esta derirada es 



.,(1+1) 



h 



b 



h 



y haciendo — =: a, ó A= ax, la derivada es 

j_ 

lim. i^iíi±^ = 1 llm. log (1 + a) " = 1 log .. 
as: X íF 

Tenemos pues que la derivada del logaritmo de la tmriabte e* 
la cantidad recíproca de lavariable, muUipUcada por el logaritmo 
de ta base ne-periana. 

Corolario. Si ae traía del logaritmo neperiano \x de la varía- 
ble, será le=; i, y por conslguienle la deriimda del logaritmo 
nepm-iano de la variable es la canlidüd reciproca de la variable.. 

!9 Berivadas deseríny cosii. 

La derivada de sen a; es 



\) 



lim. 



sen {x 4- h) ~- sen x 



h 



Km. eos 



= l¡m. 



9 cosí X + 



í) 



sen 



k 



(-4) 



sen -rz 




50 



El llmJle del facLor cosí 



(^ + 1) 



es C03J, elde 




{Trig. 124) i; luego el delproducto de ambos facloreses cosxxl 

^=: COS.T. 

Luego la derivada del seno de un arco \ es el coseno del 
mismo arco. 

La derivada de cosr es 



f 



COS(3--|-/0— C0S3Ü ,, 



— 2 senííc + ^j sen -^ 



h 



lím. 



2 



sen 37 X \ ^= — sena!. 



Luego la derivada del coseno del arco s es el seno del tniimo 
lomado nefjalivamenle. 

20. Derivada de Ig il. . 

EsLa derivada es 

tg JT + igh 






\ h 1 " [car te /í/ V -r b / 



I 



eos ¡c 



[gartg 

Luego la derivada de la tangente del arco x es i^ual á la «nt- 
daddividida 'por el cuadrado del coseno del Misino arco. 
yi 21. Regla para liallar la derivada de una función de función. 

Sea M ^ f{y) , siendo y = tpr: m es una función de la función 
y de la variable x. 

Demos á ¡c el incremento hx, que se lee diferencia de a;, y 
sea Ay (diferencia de y) el incremento correspondiente áey, y 
La (diferencia de u) eí incremento que recibe la fnncioo m: te- 
nemos evidentemente 

¿ts ¿M ¿y 

y como el límite del producto de doa cantidades variables es el 



ñ 



J-U 
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praducto de Iüü limites do las mismas, serh 

_ lim. -;— - =: lim. T— >í lim. -r-^: 

"ñaas lim.- — es la derivada de lafnncion de función u, Itm. - — 

es la derivada de i*, como si la función y fuese la variable indepen- 
diente, y lim. j— es la derivada de la función y : luego la deriva- 

da de una función de función de una variable es igual al pro- 
duelo de las derivadas de ¡ns dos fundones co« reífteclo á lo. va- 
riable de que dependen inmedintamente. 

Asi, siendo tj una función de x, las derivadas de 0", \ngy, j/^, 
sen y, ele, serán respe cLivamcD te 

a" la X w'j — loce x y', my'^~*- x y', cosn x y'.-eio,. 

y 

Avtíces seinirofloceTina letra en una función defunción en vez 
de la segunda íuncion para aplicar con claridad la regla prece- 
dente. 

Asi, para hallar la derivada de Isena:, que es una función 
de función, liaremos sena^ = y, y la funeioo propuesta será ly: 

1 1 

la derivada de esta función es — y y' ^ . x eos ¡c = 

y sen x 

calT.. 

No es necesario j sin embargo, introducir esa letra au?iiliar, 
pues es fAcil aplicar directamente la regla anterior. 

I Asi , la derivada de v' Sis* — íix ú de (óic- — 5a:)* es 

I 



A —4 iSx — 5 



22. Derivadas de are sen x , are eos % y are (g i . 
i° Siendo 

y ^= are senjc, 
á aü = sen yi 

tomando las derivadas de los dos miembros de esta identidad, y 
observando que seut/ es una función de la función y de senir, 
lendremoa 

i = coa y X y\ 
de donde 



y = 



i 

eos y 



■1 



/J^^' 
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debiendo tomarse el signo -f- si cosy es positivo, y el — eí co^y 

y = are eos ir, ó 1 1^ eos y r 
i.= — aeay x y', 
I 5 



2.** Sea 
deriyando, será 



y = ~ 



vO":^^' 



sen y 

debiendo lomarse el signo — si seny es positiso » y el signo + en 
el caso coDtrario. 
5." y =z are Igx ó x= tgy. 

Derii/ando es 

< = — - X y\ 
cor y 



y' = cos'jí = 



i 



1+tg'y 



\ 



«t^ DERIVADAS DE LAS FDNCIO>T.S COMPUESTAS DE FUNCIONES SIMPLES HE 

93. La deíñüada de una $tinia rfí funcioms de una varít^te 



UNA VAHIAUtE. 



es igual á la suma de las derivadas de las funciones. 
Sea 

siendo A una constDnte, y u,t,z funciones dea;. 

Dando á jr el incremento Lx, y [hm^áo Lif , Lu , Ll , ¿ 

k los iacrementos respectivos de las funciones y^ ti, í, s ^ será 

y -y Ly =Á 4- u +¿ií + / + Ai + :r -|- ¿s , 
y por coüsigüienle 

¿S = ¿M + Ai + ¿Jf, 



Ax 



Aí: 



A.E Aa; 

taego, pasando á los limites, 

y' = M' + t' 

conforme al teorema. 

NoT,\. Obsérvese que el término constante A ha desaparecido 
en la derivación. 

La derivada 



6.1: 



Ejemptc 



+ 



la eos X. 



NoT*. De este teorema y del (16) se deduce q\xe, toda fun- 



3;í 

cion entera de una variable liene lantas derivadiu eojno unUlades 
tiene ei grado de la fimtion. 
Asi, ]a [uDcioQ 

^.■r) = l2;E'— IBí' + S 

tiene las ircs derivadas 

("{3!) = 72,T — 50, 
r(x) == 72. 

ai, ia derivada de mi producto de funciones de una variable 
es igual á la SMma de productos que remitan multiplicando la 
derivada de cada factor por el producto de lodos los demás fac- 
tores. 

Sea fj = vt, siendo w y í fancioncs de x : tendremos, dando 
á la variable vtelincremenLo Lx, 

y -f- A jf = (([ +Au)(f + Aí) = wíH- «Ai + íA« + AmAí; 
luego Lij =^ uLt -f- íAtí -¡- Lutt ; 

y por consiguiente 



tu 



Zlt 






+ t 



tu 



y pues 



lím. Alt. 



lím. 
Lt 



¿y 



Ax 
Af 



Au 



Ai 



tx 



= y', lim. -^^ ^ , lim. 



Lx 



^ o X í', será 



Lx 



Au 
Lx 



f 



y' — ul' -\- lu'. 

Consideremos, alvora un produelo y = ntz de tres funciones 
dex. 

Ha¿;amos mí = íü, y serú por consiguiente y = wz: luego, 
segiin queda demostrado en el caso anterior, 

y' = zw' -]- ws', 
y como va' = íu^ -f- -ul', 

sera y' = ísm' + tizt' -f uíí'. 

Habiendo demoalrudo el teorema para el producto de tres 
funciones de x, se denioslrará igualnaenlo para un producto de 
cuatro funciones, después para uno de cinco, y asi sucesiva- 
mente. 

Corolario. La derivada de una función que tiene un coefi- 
cienie A , es ignaí al producfo de la derivada de la función por 
dicho coeficiente: pues se^m el leorema (24), h derivada áo Af{x) 



T* • 



3i 

es Af'{x) + O X /(íc), puesto que la derivada de la cantidad 
constante ^1 es O ; luego la derivada de Af(x) es Af(x). 

25. La derivada de un quebrado cuyos dos términossón fun- 
ciones de una variable es igual á la derivada del numerador 
multiplicada por el denominador, menos la derivada del denomi- 
nador muUiplicada por el numerador , partida la diferencia 
por el cuadrado del denominador. 

Sea ~ la fracción cuyos términos u j í son funciones de x; 

t 

podremos transformar este cociente en el producto «í"*, y por 
consiguiente, según el teorema anterior, la derivada será 

. , . , , «('.«' tu' — «1* 

i* t 

conforme al teorema ' 
Ejemplo. Hallar la derivada de la fracción 

X 
y = . 

~x-\-(a*+x*)^ 
La derivada será 

— j! + ( o' + a;»)* — x(— 1 + $ (o* + X») '*x 2a;) 

■ — X +^(a' + x*f + a; — x'ja' + ai')-^ 
{~x-hia' + x')^y 
reduciendo seri 

, _ (fl* + x^f — a;' (fl» + a,^' 



9 



(-aJ + K+a;*)^)' 



multiplicando los dos términos de este quebrado por (a* -f- x), y 
reduciendo nuevamente, será 

, ^_ 

(a* + x')\^x' + a* — 2a: («' + x'f)' 

26. Se dice que ana función f(x) es creciente 6 decreciente 
cuando creciendo el valot fijo ¡r de te variable en una cantidad 
positiva h tan pequeña como se quiera, crece Ó decrece la función; 
ó en otros términos, la función es creciente cuando fx -j- h) > 
fx', y es detreciente cuando f(x -}- h) < fx. 

Si ia derivada de una función es positiva, la función es cre- 
ciente i y si la derivada es negativa ^ la función es decreciente. 



En efecto, tenemos 



h 

de donde se infiere qne la cspresion 



A 



se liife- 



reocia í\&f(x) en una cantidad w tan p&queña como queramos, 
cantidad que desaparece cnando A = O : tenemos pues 

h 

SeffflD esta identidad, como disminuyéndola cantidad posilWa A 
suiíciontemenle, el valor absoluto de w llegará á ser menor que 
el de f{x), el signo del segundo miembro de esta identidad, y 
por consiguiente también el del primero, será el de fi"')' liego, 
si f(x) es positivo, será /(i -|- '^) > ñ.^)'* 7 si f(x) es negativo, 
será flx -\-h) < /"(«) ; conforme al teorema. 



f^ 



Autículo 3.^ 
Teorema de Taytor para las funciones &Ueras de una variable. 



Ii' + 



27. Siendo f(x) una función entera, será 

Í(X +h)=: f{l}+ í'(x).h + -^_^ih'+4^ 

Sea 

/■(.t) = Msf 4- Nx*" -¡r Px¡> -f etc. 
una función entera del grado m, función que supondremos or- 
denada con respecto á ¡r, es decir, supondremos jn > w > p 

Tendremos 

f(x 4- h) = 3í{x + 'O" + N{x + ^O" + P{x + ;0''+ etc. , 

ó efecluando estos desenvolvimientos por la fórmula del binomio, 

serS 



lír"'+Jínix*'-' 



+Na>'*+NtiSE*~^ 



+Px'' + Ppx 



p-i 






¡¿i, ji MÍ^Milm-Bj ^m- 



T ' i-a.j ^ 



h'^+.^.+ Mh" 



+ ... 



Aquí vemos que el primer término del dése qtoI vi miento de 
f(x + h) es Mar -j- A'a^ + Rr^ + ó f{a:); que e! coefi- 



ciento de h es la derirada de f{x) ; qae el coeficiente de h* es la 
derivada de /^(.r) dividida por l.á; ijiio el copíiciente de h' es' 
la derivada de /""(j-) dividida por 1.2.3; etc.^ y el ídtimo t^rmi-J 
no es Mk'". 

Luego 

/í« + A) = f{x) + rc^).ft + ^|^'+ j^A^ + ..^ + m^ 

que es la fórmula ó el teorema de Tavlor, y cuyo segundo miem" 
hro tiene evidentemente ?ti -f- 1 términos. 

Si en esta igualdad mudamos el sigoo de h, la fúrmnh de 
Taylor será 

í(x - h) = f(T) -rix).h -f -Q^/i^ - Q^^h' 4-.... 

EjeTftplas. 1." ílaligr por medio de h f&rmuia de Taylor ei 
, desenvolvimiento íe la función Ax^ — SAítí' + 5j; -f-1 imando t 
vale A + 2. 
Tenemos 

f{h + 2) = /(/O + 2rW + 9V-^ + 2'Q^^. 

óomo !a función es de tercer grado, no tiene mas que tres de- 
rivadas. 

Poniendo ahora en vez de f(li), f'{k).... sus valores, qne soo 

f{h) ^ 4/t' — 2i/t* + S/í + 1 , 
Hft) =19/1.' — 48^t + 5, 
f" (h) = 24A — A8 , 
r(A) = 94, 
tendremos 

4/i^ — 2ift' + 5/t H- ! 

+ 24^1.' — DG/i + 6 

/•{/i -f 2) =^ + 48/i— 96 

+ 32 



'ih' 



— 45 A — 57. 



Este mismo resultado se pudiera tialier obtenido por la.] 
igualdad 



fV~) 



r(2) 



En erecto, pomenrlo en los valores áBf(x), ti^)irix)t'í''i^)t 
en vez de x el número 2 , tendremos 

m = -^7, n^) = - 4b , r(2) = o, n^) = 24 ; 



37 
y pop coíisiguienle 

f{l ^ A) ^ — 37 — 45/í. -1- W. 

Nota.. Para hallar esle result3do por Li fóimula del "binomio, 
ponilremos en la función propuesta en vez de a; /t + 2, y el va- 
lor de la función será ' 

Mh -f- 2)^ — n {h -h 2)» -h5(/t + 2) -}- 1 = 
i/t^* + 24^1* + 48/t + 52 — 24/i* — 96/i — 96 -j- 5fc + fi + 1 = 
4/t' — 4o/i — 57. 

Ya Be ve que en este ejemplo es indiferente hallar esle resul- 
tado por la íúrmula deTaylnr ó por la de Newton; pero siempre 
que Ja función pase del tercer grado, es preferihle valerse de la 
fórmula de Tavior por hallar el valor de f{x + h). 

S." Sea la función de dos variables, inüependiertes Aj^y^ , y 
supongamos en primer lugar que x ¿ ;/ tienen valores cuales- 
quiera , pero fijos , y que conssrvan Jo la y su valor Gjo , demos 
al valor Hjo x de la otra variable el incremento h: c\ nuevo valor 
de la función propuesta seri A {x -p hY'/. Como i/ ca un nürap- 
ro lijo, podemos considerar á la función propuesta como fun- 
ción de la sola variable jr, y por lo tarilo desarrollarla por la fór- 
mula de Taylor que acabamos de hallar. 

Las cinco derivadas- do esla función son 

MxY, ^0Ax^y\ muy, laoixj/', lao.iy^ 

y portanlo reemplazando los seis términos del desarrollo, que 
actualmcfile tiene la fúrmula de Taylor por sus valores, ten- 
dremos 

A(x -h ¡i)y = Axy Ar ^AxSfk + lOAi'yVi* + i^As^h^ + 
"^Axfh" + Alfil". 

28. Sí la variable de una función entera crec6 de nna manera 
cotitínua, ó por grados inse7isib!es ^ la función variará (ambicii 
del mismo iDodo. 

Sea f{x) una función entera del grado in, y supongamos que 
la variable ¡c tenga sucesivamente los dos valores inmediatos a y 
a -^ h, siendo h una cantidad positiva tan pequeña tomo se 
quiera: los valores de f(r) serán f{o'¡ y f(a, -\- /t), cuya diferen- 
cia es /"(a + 'O — /fl.Mas, según el teorema de Taylor, 

/■(a + h) ^ f(a) + kf'ia) + ilfía) + r^ fW + - 5 



1.2' 



i. 2.3 



luego 



fia + h) - f{a)=^h(f\a) + Afia) + ^^H^) + )- 



A DietJida quQ disminuye /t, la cantidad ¿q dentro del parén- 
tesis se va aproximando á r{a); y como el factor k se va aproxi- 
mando á cero , es evidente que el segundo miembro puede 
acercarse h cero cnanlo se quiera ; es decir, que la diferencia 
f{a + fi) — /"(a) puede llegar k ser menor que cualquiera can- 
tidad dada, siendo k suíicienlemeiile pequeña; ó en otros tér- 
minos, creciendo la variable x por grados insensibles, toda fun- 
ción entera de esta.variable varia también por grados insensibles. 

L. Ji\^/DM^'^^'- Artícüio 3.* 

Fórmulas de Taylor para las funciones enteras de dos y de tret 

variables. 



29. Si leñemos una función f(jr,y,z,...) de dos 6 mas variableB 
indepeudicQles, la espresion /'^(.Tirf,^,....) signiüca la derivada 
'dü diclia función considerando á x como variable , y á las otras 
variables como si fueran constanles. Igualmente f^i^-tfjy^t...), 
/^(.T!,y, :,...), etc. representan las derivadas de la función con 
respecto át/, 4 z,elc. Las espresiones naC-iP»!/.-i-'OrCK-'^.!/. -•■-)) 
/^(x,j/,j,,..), /■in(j,í/,5,...), etc. representan respectivamente la 
derivada de f'^(x,ij,z,...) con respecto á .i , la derivada de 
fg(x,i[,z,...) can respecto á >/ , la derivada de f^{x,y,z„.,') con 
respecto á y, la derivada de /^'s(s,i^,z,.,.) con respecto á z , eíc, 
Para abreviar la notación, se suele suprimir, por lo común, 
en todas estas derivadas el paréntesis (.■r,y,2,...) que se sobren- 
tiende , y escribir r f',, /; , ^ . Q , /¿í , ñ, , f%, etc. 
Por ejemplo, si 

será r^ — -&Axyz\ 

etc. 

El teorema de Taylor para las funciones de dos variables in- 
dependientes es la igualdad siguiente; 

Si&nda f(x,y) una función entera de dos variables x é y, 
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sera 



f{^ 4- h,y + k)^f{:»,y) + f\ -h -^f^t . ~+ p.. '*' 



1.2 



1.2.3 



■etc. 






+r;. 



fi?j 



1.2 



Para domostrar esta igualdad, imagiDenLos que en lafuncioQ 
t(x,y) tengan x é y dos valores cualesqniera, poro fijos , y poO' 
saraos en diclia función x -\- h en lugar de x: no habiecüo su- 
frido al[£!racion la variable y , tendremos por el leorenia de Tay- 
lor demostrado para las íanciones enteras de una variable 



ñ 



A' 



1.3 

+ etc. 



Sustituyamos ahora ea esla igualdad y + A en lugar de t^, y teü" 

dremos 



+ r;KAy+^). 



I.^.o 



etc. 



Ahora, puesto que x permanece la inisma 6 y ha aumentado cu 
ft, tendremos por el teorema de Taylor para las füociones en qae 
una sola de tas variables recibe un incremento, 

/{l,l,+i)J/(^,y)+/'/a:,y3.A+aí:,y)-;j^+/;V^.i')-j|;3+'-- 



^C¡i;,í,+ft)=^C*.!')+A(^^y)-AfOl»-3/)- 






n.{x,y+k=rU[x,y)-^... 

4- etc. 

Sustituyendo estos valores en la ig^t^ldad aolerior, resulta la fór- 
mala caunoiada. 



CaKos particulares. 1 ." Sea ^^H 

f{x,y) ^ Át/ -f Bxy -f €^' -j- Dy -\- Ex -\- F : fl 

se trata de hallar el desürrollo de f{x + A, j/ + ^)-, ^ tle ■ 

Teaemos 

I /'ir =2.4y + iíí + /í, 

las derivadas siguientes son nulas. Luego |M 

/■(a; + /i.if + A) = Af + /íj;y + Cj" J^ D>j + Ex ^ F ^ 
{By + aCa; + E)h -{- (2^j -|-iíx + J))k -\- Ch^ 4- /í/ift + Ajt', 

+ íí;í +3CA +B/iA 

I i-m 

I 4-£'A 

resultado fácil de obtener^ desenvolviendo direcíamente la fun- 
ción aumentada [31]. 

5D. La fórmuLa de Taylor para tas fundones de tres varia-, 
bles es 

/(í4- h,y 4- M4-/) =/(^.!í,2)+r-ft + /^í-,4- + ^'*=- ^ 

1.2 ^H 

I ' -^í:yhk m 

I +/?.^^-¿ ^ 

Para demostrar esta igualdad, demos á las variables x é y 
los incrementos ft y A, y tendremos por la fórmula de Taylor 
para las funcioae» en «Jue dos de sus variables reciben incre- 



ii 



mentos , 

/■(3:+A,¡/+Av) ^ A3;.y,2)+^(a^.íí,3)./í+/'>(x,í;,3).^+ etc. 

Demos ahora el iflcremenlo I á la variable z, y tendremos 
f{x-^k,y'ik,z+l]=(lx,y,z-\-í]+f^{x,y,z+l)Míl'^[x,y,zM) ■ Y^^^^' 



^ 



m^,V,z+l)MfU^,y,^'^l].^ 



Por la fórmala de Taylor para las funciones en que una sola va- 
riable recibe un incremento, tendremos 

f (j!,y,S ^-l)^f {X,y,z) -\- ([ {JF,J,2) . I ^-/;"j(s,y,3).__ 4-... 

r, {x,y,z + O = /'. fJ^,!/,^) + nA^,v,^) . í ^... ■ 

Sustituyendo estos valores en la igualdad anterior, resulta la for- 
mula que nos propusimos dcmO'Strar. 
Celso particular. Sea 

/{x,y,z]=Ax-^Á'>/-\-A"z'--\-Bxy-{'B'xz+B"yz+Cx-i^'i{+C'z+D: 
se traía de hallar el desarrollo de 

ú de 

4[x+ A7+ A'[y + ft)'+ r[z-\-iy'+ B{x +h]{;f^k)-^B'ix -]-k] 

U-\-t]-\-B'\y+k){z+l)-}-C{x+h)+C'{y-\-k]^C\z+l)-\-D.:[N]. 

Aplicando la fórmula que acabamos de demostrar, se hallará 

{^Ah 4- BA + B'l -I- C)x -f- (9.4'i + B/t + fi'7 + C')y + 

(2M'7 -{- Bh + ¿"i + (r]z + J/t» + -4'A^ + A'L* + 

Mt + B'ftí + Í"ÍY + CA + Ck + C"/ + D; 

resultado fácil de hallar, deseoTolviendo directamente la Tu"'''"" 
aumentada [iV]. 



COMPOSICIÓN Y TIíAKSFORMACION DE LAS ECUACIONES ALGÉBUICAS. 




CAPÍTULO I. 
Composición de las ecttaciones algébricas. 



51 ¡JE llama ecuación algébrica la ecuación cuyos dosmiem- 
hros son funciones algfiLricas; y ecuación irascendcnle la ecua- 
ción que licne uno ó mas términos que son funciones trascen- 
dentes. 

Toda ecuación algébrica del grado m con uua incógnita pnede 
reducirse á la forma 

Az^' -\-Bx-'"~' -\- Cj:"'"* + J3j:''"'+...-hÍJ:+i=^0 [1], 

pasando lodos los lérmiuos al primer miembro, reduciendo á uno 
solo lodos aquellos en que la incúguila tenga el mismo espóaenlep 
y ordenándolos. 

Supondremos en lo qae sigue que el coeficiente A del pri- 
mer término de esta ecuación es posilívo; pues cuando resulte 
negativo, no habrá roas que mudar los signos á todos los I¿rmi- 
nos de la ecuación, para que sea posilívo. 

En adelanta, mientras no salgamos de las ecuaciones algébri- 
cas, entenderemos por la espresíon /(j) el pulinomio Ax"^ -j- 
fix^"~' + Cx"'~* +... + A'r + L, cuyo primer término liene 
el coeficiente positivo; y por la esprfesion ^(x) el polinomio 
íf'"+ Pa;"'"' -f Qx'''"' -{-,.. +T3t ■{- U: yobsérvese que (p(;r) 
es UD caso particular de f(x), caso en que el coelicicnle A = 1; 
y por consiguiente cuanto se diga deí polinomio f{x) conyendrá 
á ^a-, mas no al contrario. 

La ecuación se llama completa cuando el polinomio f(x) 6 
tp(x) es completo, es decir cuando en sus términos se encuentra 
la X con todos loa esponentes enteros y posiíitos desde el mayor 
basta 0. 
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[í 59. Hay una regla breve para hallar el valor que lieue uü 
polinoinio completo f[a:), cuando ee suslilujc un número en 
! -vez de X. 

CPara hallar esta regla, tomemos el polinomio de quínlo grado 
At' + Bt' + €x^ + D:c' + Eís + F. 
Poniendo a en vez des toma el valor 
Aa" + Ja* + Ca' + Ba' + Ea +F, 
que puede escribirse de los modos siguientes: 

. (^a + ^]fl*+ Ca' + Da" + Ea + F,- 
^^^ {{Aa + S)a + C)a'+ Da^ + £« + ^; 

^|K [((Ja + Zí}a -}- í7)a + i)]íi^ + Fa + F; 
|P^ ¡ [((Aa + B)fl + C)a + /)]« + E\a-{^ F. 

Esta úJLima espresion nos da la regla siguiente: 

Para hallar d valor que coma un polinomio comphto f(x), 
citando se sustituye un número en ves de x, se multi-plica el coe- 
fieienic del pmner fi'níiííJíi por el nmiero, y al producto se añade 
el coefieienLe del segundo término, ía svma se multiplica por el 
número, y ai producto se aítade el coeficiente del tercer término-, 
la suma so multiplim por et numero , y al producio se añade el 
coeficiente deleitarlo término; y a:si succsivdinente hasta f¡uese 
añada el último término. 

Si el polinomio f{x) es incompleto, se supondrá, para apli- 
car esla regla, que los términos que faltao existen con el coeG- 
ciente O, 
Ejemplos. 1." Hallar el valor del polinomio 

3!" — 3j;* — Sx* + 4a:« + 2a; — 8 
cuandox vale2. 

,Diré: 1 x2 — 3 = — l,~lx? — 5:^ — 7,— 7x54-4^-10, 
— 10 X 2 + 2 ^ — 18, — 18 X 2 — 8 ;=— 44. 
a.'* Hallar el valor del polinomio 

4¡c* — 6x' — 18ar 
cuando 3? nie 4, 

Completo este polinomio añadiendo los términos Oj'" ", v 
seri 

4x* — Gx" + Or' — ISí: + O 

Diré ahora: 4 por 4 16, meDos 6 son 10¡ 



mas O son 40; 40 por 4 son 160f meaos í8 son 142; 142 por 4 
son 508, mas O son 568, 

53. Se llama raíz de una ecuación íodü cantidad real ó ima- 
gioaria que sustituida en vez do h incúgnita en dicLa ecuación 
la salísrace. 

Toda ecuación f(x) ^= O tiene unn mi::, O lo que es igual, 
existe u?í valor de x, real ó imaginario, r/ue sustituido en ves de 
X eji el polinomio etUero i{\) anitla á esle 'polinomio, 

Admiliremos esle leorema , sin delenernos en su complicada 
demostración. 

34. Sí a es rais de la eciiaeion f(x) ^^ O, su primer miembro 
f(x) será divisible por x — • n; y no lo será, si a no es raiz de dicha 
eciitxcion ib). 

En efecto, tenemos por el teorema de Taylor 

si a es raiz, de la ecuación ¡{x) =. O, es /"(a) ^ 0; y por consi- 
guíenle 



^ 



-3-^(3 






1.9.3 



as — a 






- /•(«) + (í - a). '-^ + (0,- fl)V '-->:^ + 



1.2.3 



polinomio entero; luego flx) es divisible por a: — a. 

Si a no es raiz de [a ecuación, fia) no es O, y por tanto, divi- 
diendo f(x) por w — a, este corienle seria 

^-^r^ + a")+ (^ - «) V_Y +- 

polinomio fraccionario; luego fia) no es, en este caso, divisible 
por X — a. 

\ \o 33. Todo polinomio déla forma x'" -[-Pxi^-^^ -j- Ts 

^ -^\ es el producto de m factores binomios de primer grado con 
^^ respecto á x. 

■ En efecto, sabemos que existe un valor a de j: que annla al 

■ polinomio x'" +Pa;"^-^+ ^v, y por tanto este polinomio es 

(b) Qutda demostrado cate teorema en e3 nüra. 49 dal álgeira elemeulai. 
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divisibJe pon — a: b1 cociente tenJrá la {ormax^~^-\-px'^~' -{-..; 

luego tBDilremos h identidad 

^ffi*» 4- P-r"'-' + + y ~(x~a) (x'"-' +p.r"-'+ ...,)■ 

^pAJmiíainos obora qne el polinomio a;"'-* -f px^—^ + sea e' 

producto (x — b) {.r ~ c) .. .(x ~ 1) á& m ^ i factores binomios; 

tendrenios en consecuencia ta idenlidad 

■a?" + Px"*-' -h = (x — a) (x — b) [x — e) {x — 1), 
cuyo seguudo miembro es el produelo de ni factores binomios: lo 
que nos dice que si es cierto en al;^uii caso que nn polinomio 
Cutero 9 (j) es el produelo de tantos factores bitiomios como uni- 
dades tiene su grado , se veríllcará que un polinomio de un gra- 
Iílo inraediüto superior será lambíien el producto de tantos facto- 
res binomios como unidades tiene su grado. 
Ahora bien, esti demostrado (Mg. dem. 183, mota) que un 
polinomio de segundo grado es el ])i-oducto de dos factores bino- 
mios; luego un polinomio de tercer grado será el prodnclo de tres 
factores binomios, y por tanto un polinomio de cuarto grado será 
el producto de cuatro factores binomios; y asi sucesiíameale. 

Nota. Si et polinomio es Ax"'+ JíiC™-^ + .... -\- Ks^ -\- L, 
pnede escribir asi: 

^ ^(-+^"-+ +4^+^)^ • 

y como el polinomio interior al paréntesis es, segün acabamos 
de demostrar, el producto de m factores binomios, se ve que el 
polinomio propuesto es el producto de A y de dichos m factores 
binomios. 

Corolario. Toda ecuación r(x)^=0 tiene tantas raices como 
unidades tiene su grado. 

^r En efecto, acabamos de demostrar que 

■ ¡{x) = A{x ^ «) [x - b) (r - ¿) (x - 1] []]. 

Si eo esta identidad damos á x cualquiera do los vglores a, /í,c..J, 
el segundo miembro se redoce á O, y por con5Íguie:n(e /(a] =^ O, 

f{b) — O, /(e) ^ O /(¡) ^= O ; es decir que u, A , c I son 

raices de la ecuación ¡\x) =^ 0. 

Esta ecuación no puede tener ninguna otra raíz, a diferente 
de B, &, c /; pues sustituyendo a en vez jc, la idcntidaíl [IJ 

_£e transforma en 

1^ [[a.) = A{'x — a) (x — b) [a — c) (ct — 1): 

como ninguno de l&s factores de esto producto es O, diclio pro- 
ducto no puede ser cero, y por consiguiente oL no es raiz de la 
ecuación. 

Nota. Puede suceder que algunos de los factores biflojn*"" 



de f{x\ sean ígnalcs entro &I: entonces la ecuación tiene nn nú- 
mero de raices Jesifj:nales menor que el de unidades que tienesu 
grado; pero para que el teorema actual no teD[;a eseepciones, se 
dice en tal caso que la ecuación tíeoe varias raic&s iguales. 
Asi, la ecuación de S." grado 



[x—iy [x^'iY = o 



M 



no tiene mas raices desijíuales que I y 2, pero tiene dos raices 
-iguales ii I y tres raices iguales á £. 

Problema. Dadas tas raices a, b, c... de una ecuación^ 
componer esta ecuarion. 

Según el teorema {53), la ecuación seri 

{x — a) (.T — 6) (J- — (■} = 0; 

A bien, muUlplicando el primer miembro por un numero cual- 
quiera i, la ecuación serñ ^^^ 

A{x — «) (x — fi) (a:: ~ c) =0. ^^ 

Es evidente que e&tas dos ecuaciones tienen lag mismas raices 
If^^C 

NüT\. Todo cuanto en adelante diremos, tiene por principal 
objeto la resolución del problema contrario al anterior, es decir 
el de hallar las raíces de una ecuación dada. 

se. En toda ecuación ¡p [x) ^ O, ó 

¡r" + Px*^^ -f- Qj"-*= + + JTx + í = O, 

eít la que el coefirAente del primer lénnino es \ j el coerciente de\ 
segundo íéi'mírio viudndo d signo es ía suma de las ratees, elcoe- 
finiente del tercer térmiun es la suma ríe ios productos binarios de 
dicli as raices, e! cocficieme del cuario término mudado el signo 
es la suma de loa productos ternarios de las raices; rj asi sucesi- 
vamente. El iiliimo if'rmiuo es el producto de las raíces, si la 
ecuación es de grado par; y el ütlini» termino mudado d signo es 
el proJaclQ de las raifes, si la ecuación es de grado impar. 

Soan a, b, c,.... I las raices : sabemos que la ecuación paédÉ 
escribirse asi: 

(x—a) [x — b){x — c) (x — /)=0. 

Por cODsiguienle, según el teorema [Alg. elem. , !a3), tendremos 



al 



{35-a)(í^)(a:-c). . .{x-l]^^af-a 



rTn— 1 



+6c 



-abd 
-acá 



^ 



El último téimino db abe ( ^ que es el producto de las 

cantidades — «, — 6, — c, — I,scrá + a6e /, si el 



número do estas cantidades ó el número de raices a, 6, d,„... i 
de la ecuación es par, ó si la ecuación es de grado pur, y por 
tanto en este caso el ú!linio tiirmino es el produelo de lodas las rai- 
ces. El ultimo término será — abe... I si el número de canlidades 

— fi, — b, — c —i, ó el número de raices es impar , ú si la 

ecuación es de grado impar; y entonces el último término mu- 
dado el signo es el producto de toilas las raices. 

Oíjservando [>ucs el resultado obtenido, vemos que el teore- 
ma se verifica en todas sus partes. 

Nota. El teorema que acabamos de demostrar , da tantas 
ecaaciones distintas entre las raices, como unidades tiene su pra- 
do; por lo que se pudiera creer que de e^itas ecuaciones podrian 
deducirse los valores de las raices: pero como las raices entran 
en dichas ecuaciones del mismo modo , la ecuación que nos dé 
una de las raices nos debe dar tarabieo todas las demás; y asi, 
eliminando todas las incógnitas menos una, se obtendrá una 
ecuación, que solo se diferenciará de la propuesta, en que la 
letra x estará reemplazada por otra letra. 
Tomemos, para liacerlo ver, la ecuación 
x' -\- Px' -\- Qx ~{- ít = O , 
cuyas raices sean a, 6, c: tendremos las siguientes ecuaciones: 
— a — & — c = Pf 
a& + flc ^ írc = O, 

— (iic^= ñ. 

Supongamos que se trate de liallar primeramente la incógnita 
a: deberemos eliminar d y c entre las tres ecuaciones. Para eli- 
minar con facilidad liyc, multiplicóla primera ecuación por «', 
la segunda por a, y sumo las tres ecuaciones, y resulta 

— a'*^Pa.'-\-Oa-\-n, 
6 a' ^ Pa' -\- Qa -{- H ^ Ü; 

ecuación que no-se diferencia de la propuesta sino en que la le- 
tra .-r esta rocm[ilüZ3da por la letra a; y cuya resolncion ofrece 
por lo tanto las mismas dificultades i[ue la de la ecuación pro- 
puesta. 

JVoTA. Se vio en el número (186) del algebra elemental cómo 
de las relaciones 

a'\-b — — Pyab=0 
se deducen los valores de a y de b, es decir, las raicea ' '" 
ecuación 



capítulo h. 

Trntíitfürmai'ion de ¡as eeueicioncs. 
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' 37. Trniisfürnifír una ecuación es líallar otra ecuación cuyai 

niiri's tfin^an con las dn la |iropues[a una cierta relación. 

ItfiíUt íJ'iii i'cmr.iou , hallar olra cuijas raices seají re^pecliva- 
«iL'iíft; íQuatcs y de signo contrario á tas de la propuesCa. 

Sea la ecuación /(.r) ^^ 0: mudando cu esia ccuacioQ el sig- 
no dn j:, se tendríi /( — x) ^= (í. 

Ilbscrveraos ahora que si a es una raíz cualquiera positiva 6 
negativa de la ecuación propuesta, f{a) será ü: y que si en el 
primer miembro de la ecuación f{ — j;) ^=0 susliluimos — a en 

vez de x, el resultado es /( a), ó f{a), y como liemos ?Í8W 

qne f{a) es O, se inliere que — a es raíz de Ifi ecuación 

Queda pues demostrado que las dos ecuaciones ^H 

^V lienen sus raices respectivamente iguales y de signo contrario. ' 
Luego para hallar iina eauacion cwjan raicQs sean rcspectiva- 
metifc igualen y de slgnu contrario ú tas de la propuesta, m 
haf/ mas f/ite mudar et signo de In iiicótjnita en cala ciuiacion, 
L Nota. Kn adelanle llamaremos á la nucía ecuación la trans^ 

I formada en — x de la propuesta. 
I Ejemplos. Sea la ecuaeioo 
I x' + 4a:' — bj:- + 1 ^ 0; 

I su Iransformada tn — ¡c será 
I ~ít* — ix" — lix^ -\- 1=0, 

m ó a* + Aw^ -I- ÍJx* —1=0. 

I 58. Obsérvese que mudando í: en — ¡c, los signos de los tér- 

I minos en que x tiene esponenle par, no varian; pero si variau 

I los signos de los términos en que x tiene esponenle impar; luego 

I sí la ecuauion es completa y de grado par, varian los signos de los. 

I términos 5.", i.", 6,% etc., 7 si la ecuación es completa y de 

I íírado impar, varian primeramente los siynos de los términos 

I 1,°, 5.', 5.', ctc; pero mudando en seguida los signos á lodos los 

I términos para que el primero sea positivo, variarán por fin los 

I signos de los términos %°, 4.% G.", ele. 

M Luego para hallar la Iransformada en — s: de una ecuación 

I completa, no han ""^í 9"^ mudar Io.h signos á los tcrminns que 

I ociípaii ln¡iar par. 
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[Sea la ecuación . 

5a:* — Sí" + 9a:" -\-Zx — \=0, 
ICtrarisf o finada en — x será 

3jr* + Sa?' -[- 23;* — Si; — 1 = O- 
Sea la ecuación - , 

j-s _^ 5J.4 _ 23:'' -1- 8j;'4- 4ar — 7 — 0: 
su transformada en — a: será 

^ — Zw' — 2s=' — ,8** + 4ic + 7 — 0. 
f 39. Da-dduria ecuación, hallar otra cuyas raices sean reci- 
procas de lasdtíla ecuación propfíÉsta (a). 

H 
Sea la ecuación f(x) — 0: mudando en esta ecuación x en ^, 




se tendrá la ecuación /í — ) ^^ 0. 



Observemos que sí « es ana raiz cualquiera de la ecuación 
propuesta, /(a)será Ó; y que si. en el primer miembro de la ecua- 



ción f\ 



i)=o 



1 

Sustituimos — en vez de x-, el resultado es 
a 






tfnsT 



y como hemos visto que f(a) es cefo," gé infiere fpié — es raíz de 



1q ecuación 
ecuaciones 



== 0. Queda pues demostrado que las dos 



llenen sus raices reciprocas dos á dos. 

Luego para transformar una ecuación en otra cuyas raices 
gean respectivameníc reciprocas de las de la ecuación dada, se 

inuda X en- — en. ífl ecuaeion propuenta. 

* . ^ i 

*' TíWA. Sean a y h dos raires de la ecua&ion propuesta, — 



(o) Va sabemos que dos rflnlidarip^ cuyo producto es í, se llaman red- 

jprocas, 

i a b 

-, etc. srrn canlidaíífis replpiwait. 



b 
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^ 

y ^Tj-fififáfl Jos raices Je la traasformada. Si a > 6, ser& —< 
,0' a 

V-; Inego ii la mayor de las raices de la ecuación propuesta cor- 
responde la menor de la ecuación traTisTormada, y al contrario. 
Ejanplo. Sea la ecuación 

I* — Sar' — 5ic' + 2íC -f- 3 = 0. 

La ecuación, cuyas raicea son reciprocas de las de la ecnacioD 
dada, será 

a* ¡r* ¡e' ' JP ' ' 

t bien 

AO. /lado una ecuación (fe la forma x™ + Ps'^"' + 

Qx""' + -j- Tx + U ^^ O, eii /fí gite mho ó varios de hs 

coeficientes P, Q, son /r accionarios, transformarla en olra 

(¡ue tenga la misma forma, pero cuyos coeficientes sean todos 
enteros. 

Hagamos a: ;= t-, siendo h unacanlidad indeterminada, y la 
ecuación transformada será 

A" 



i_ I ~¡~ 7,™— I H~- 



Ty 



ó V" + Piíf-"- -\-Qh^y'"-'' -f + Th'^-'y + 7/** =0. 

Determínese aliora el valor de h con la condición de que to- 
dos los coeficientes PA, Qh*, ..., Vh^ sean enteros, y se tendrá 
la transformada pedida. 

La incógnita 1/ de la ecnacion transformada estará ligada con 

la X de la propuesta por la relación x = .-• 
Ejemplo. Sea la ecuación 

Para deducir de esta ecuación otra en la que el coeficiente 
del primer lérnaino sea 1, y los demás coeficientes sean enteros, 

haremos iF=;-r,ysuBtltuyendo, y quitando denominadores, resulla 



,f - jhf + ~hy ~-hhj -^ -h^ = 0. 
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Ahora se halla fácilmente que el meüor valor que puede tener 
h para que todos los coeficientes sean enteros, es 6, y por tanto 
la ecuación transformada serü 



c 



4 



2 



tí j,* _ hf 4- 50y' — I6í!y — 4536 = 0. 

y 

Las incógnitas re é y están ligadas por la ecuación ¡b =^ -^.. 

4í . Dada una emacíon de la forma 
x'^ -h Phjs."^' + Qb's."'"' + 4- Th""' K + Vh" ^ O, 

«i gue la suma ríe ío* esponenles dexy h es la misma e» iodos 
suslérminoSf transformarla ctí oíra de la forma 

r +Pí"~' + Qy""' + +Ty + V - 0. 

Hágase w = fti/, y sustituyendo, (enílreinos 

^¡ suprimiendo el factor comuTi A", será la nueva ecuación 

r + Py"^-' ^-Qf-' + -^Tij + v= 0. 

Ejemplos, i." Sea la ecuación 

j.'* + 5.2'^ ic — 3.2* = 0, 
la cual se halla en el caso que actualmente consideramos., pues que 
la sama de los cspoñentes de x 7 3 es 4 en todos sus términos. 
Hagamos i ^ Sy, y sustituyendo, tendremos 

.6 y^ +3¡/ ^2 =0. 

I 2." Dada la ecuación 

■1 ic' + 8V + 9/»'^ = O 

^ftojjiojíneír, es decif cuyos términos son todos del mismo grado, 

i truns formarla en ecuación numírica. 

I Hagamos x ^^ hy, y sastituyenJo, tendremos 

■|k hy + 8/^y + 9h' = O, 

r^ y" + «!/* 4-9 = O- 

[ ú.° Dada la ecuación homog&uea 

transformarla en ecuación numérica. 
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Hagamos x= ay, y sustítayendo, lendremoa 



«"j/"" _ j»" = O, 
Transformar la ecuación 



m — i 



x"^+ Px'°"*+Q)t'"-*+ +Tx + V = 

CTi oíra que carezca de uno de stis íérminos. 

Hagamos j; = j/ + A, siendo y la incógnita de la nueva ecua- 
ción, y /i uTia indetPiiuina(3a, de la que dispondrGnios para que 
se anule c! lÍTminn que queramos. Sustituyendo en vez de x este 
valor, tendremos 



.«1 — 1 



y desenvolviendo estas polenciLis, tendremos 



+ + ft"* 



+m/í 


!/""- 


^ 1.2 


+ P 




+ Q 



t 
-j- Tk 

+ y 



>=0[A]. 



Si queremos que desaparezca el segundo término de esta 

P 

ecnacion, liaremos mA+ P^O, de donde /i.^^ — — , y por con- 



= 



. . P 

siguiente r ^ ^ ^ — . 

Lueso, para transformar la eaiacion 

«i oífrt (/ue carezca de segundo lérmino, se sustüuye en vez\de 
la incógnita otra incá^riíla samada con el coefieienle del segundo 
[¿rmino inudado el signo , dividido por el esponeitle del pri~ 
mn-o. 

Nota. Si se qmere transformarla ecuación 

en otra que carezca del segundo ttrmino, principiaremos por 
dividir egta ecuación por A para que el primer coefieienle sea ^ ; 
y se aplicará en seguida la regla anterior. 

Ejemplo. Sea la ecuación 

x" — Sx^ — 6ff' + 4a; — 7 = 0. 



I 
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Para deducir de eata ecuación otra que carezca del segunJu 
lérmino, liaremos ¿c =^ j/ -f- 2, y suslituvendo, leadremof. 
(t/ + 2j* - 8 (y + 2)' - 6 (y 4- ^2)* + 4 {y +_2) - 7 - 0. 

Y:í liomos dicho ('27, Xola) que si la ecuación es de un gra- 
do superior al tercero,^ se hallará el resultado de esta sustitución 
mas bteve y Fácilm'ctile por el teorema de Taylor que por la fór- 
mula del binomio. 

En el ejemplo actual tendremos 

Albora , / (y) = S* _ 8 / - %' + 4y - 7, 
f [y) ^ Áf - 24r,^ ^ \^y + 4, 

r"[y) -24y -48, 

y' — ^y' — Of +4y -7 

+ Üjf' — 48j* _ 2% -f 8 

-H? 

.y- — 50íí' — 84jí — 71 , 

Luego la ecuación tronsformada es 

/ ^ 30y' — 8% —71=0. 
Ejemplo 9." Sea la ecuación a:' + ^"^ + "- '^^^ 0. 

Para destruir el segundo término, tengo ^ ■= y — — , y susíi- 

tuyendo , resulta 

tn' 




4 



ecuación de segundo grado incompleta, j por tanto fácil de re- 
solver. De ella resulla 



.=*\/í- 



y por consiguiente 






9 ~ '^ 4 
asi queda resuella la ecuación completa 



«, 





Si 

Para deslrair el tercer lérmino de la ecuacioo 
hay que resolver con respecto ^ fi h ecuación 



de la que rosullaráa eo general dos valores para h; y por tanto 
podrá transformarse, en general, de dos modos una ecuacioü eo 
otra que carezca de su tercer Lérmino. 

Para la destrucción del cuarto tórmino, liabria que resolver 
uaa ecuación de tercer grada; y asi sucísivamenlejiasta el últi- 
mo término, que se desvanecerla, resolviendo con respecto á h 
la ecuación 

ir -f-P/i'"-' 4- (jr-* + .... + 7/4 + V = O, 

ecuación idéntica á b propuesta. 

Nota 1.* Si se qujeren destruir al mismo tiempo dos térmi- 
nos de la ecuación propuesta, se igualarán á cero los ooeficíen- 
tes de los términos correspondientes de Ja ecuación [A]i resul- 
tarán asi dos ecuaciones con la incúgüila h, y que por lanío se- 
rán incompatibles» á no ser que esisla entre algunos de los coe- 
ficientes de la ecuación una relación convenienlc. 

Supongamos, por ejemplo, que se trate de hallar la relación, 
ó ecuación de condición, que debe existir entri? algunos de los 
coeficientes de la ecuación, para que el segundo y tercer t¿rmi- 
nos de ta ecuación desaparezcan juntos. 

Para esto , deberán verificarse al mismo tiempo las dos ecaa- 
Clones 

mh + p = O, 

De estas dos ecuaciones con ía incóí^nita h, se deducirá, elimi- 
nando /;. , la relación entre los coeficientes P y Q, 6 sea la 
ecuación de condición 

m(m— 1) P^ f"* — ^l'^' I /i_n ■ 



f) reduciendo 



2 



m' 



m 



Q- 



2m 



0,0(3:= 



fm — i]P' 



9m 

Si esta ecuación de condición se verifica, la transformada perderá 
al mismo tiempo los dos términos segundo y tercero. 

2,' No se crea que se pueden dt^struir por transformacio- 
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□es sucesivas, primerameDle el se^uodo Lérmino, después el ter- 
cero, etc.; porque ia de&truccion de un término, hace aparecer 
en la ecuación tran&lormjda el término destruido en la operación 
anterior. 

Consideremos, para hacerlo ver, la ecuación 

y*'+(?y"^'+ ^V = Q, 

qne carece del segundo término: sustituyendo en vez de y 3-\-h, 
tendremos 

(3 + kr + Q[^ + hr-' + + y= o, 

6 desenvolviendo estas potencias, será 



^mhz-~^ + {^^=J}h' + Qy 



-\- + v = o. 



Para qne desaparezca el tercer término', el valor de la inde- 
terminada h no puede ser O» y por tauLo, hallando este valor de 
h, y sustitaycndolo eo esta ficuacioD^ se ve que aparece el térmi- 
no ibAs"'^'. 



■ '•'^©•Ol^sfi**'" 
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LIBRO TERCERO. 



RESOLUCIÓN DE LAS ECUACIONES NTATÉRICAS. 






CAPÍTULO I, 



» 



if'iii <;i Limites áe (fAS raices. 

X 43. Se llama llmüe sttperhr de las raices positivas da una 
ecaacidn todo número mayor que dichas raices; y limite inferior 
de las raices positivas todo número positivo menor que la.s mis- 
mas raices. 

De la defiuicion del iimile superior se iníie-rc que hay infini- 
los limiles superiores Je his raices posilipas de una ecuaciou; y 
por lo tanto debe procurarse Lalíar oí menor posible. El iDt-lodo 
que vamos S osponer da, con poca trabajo, limÍLea bastante pe- 
(píenos. 

44. Dado un polinomio [(s), r¡ue después de ordenado no 
presente m.as que un cambio de &igno de -}- á — , existe un valor 
positivo do X que hace posilico á dicho polinomio. 

Tonaemos un polinomio, íat como ,x* + 2j;* — 1000;i'' — 
íOOi — 10, que- esté ordenado, y no presente mas que un cam- 
bio de signo de + á — : digo que existe un valor positivo de x 
que hace püsitivo á este polinomio. 

En efecto, podemos escribir este polinomio delsiguientemodo: 

./ , ^ /lOOO WQ IO\A 
^(. + 2 - (— + -,- + ^,)): 

si el valor positivo que se dé & x, crece indeíinidamente, el mi- 
nuendo a; + 2 de h diferoucia interior al paréntesis crecerá in- 
deíioldamente (ó permanecerá constanle si no tiene lírminos va- 
riables), mientras que el sustraendodc dicha diferencia irá npraxi- 
mándose iodefinidaraenle á 0; y por tanto so llegará ii un vaiof 
de .-c bastante grande para hacer positiva á diclia diferencia; y 
como fl faetor esterior x* es positivo, se infiere que el producto, 
ó sea d polinomio propuesto, será entonces positivo. 
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45. Dado un poíiíiomío f(x), gne después de ordenado no pre- 
sente mas que. un cambio de signo de -{- á — , y habiendo hallada 
M« vaiQt positivo L dex qtie reduzca tí O, y haga liOsilivo á dicho 
polinomio, todo valor mmjor que L, dado á \, hará también po- 
sitivo ai mismo polinomio. 

En efecto, tomemos un polinomio que después de ordenado 
.no presente mas que up cambio de signo de + á— , por ejemplo 
el polinomio anterior, que se pueile escribirasi: ^ 

Habieuiio iiallado un valor positivo i de a; que reduzca á cero 
6 llaga positivo al polinomio, todo valor inajor que X dado á ¡íhará 
que aumente el minuendo de la diferencia interior al parén- 
tesis,}' que dísmiDuya clsüS'lraendo, y que por tanto dicha diferen- 
cia sea mayor que la que resultaba poniendo ¿en vez dea;; luego 
si en cale caso dicha diferencia era cero é positiva, será necesa- 
rianaenle positiva cuando en lugar de x ae sustituya un número 
mayor que ¿. El factor esteriora.'"* liene entonces un valor positivo; 
luego el producto P, ó el polinomio propuesto, será positivo po-- 
Hiendo en vez de x un número major que L, 
( 4-0. líallar el limite superior de las raices positivas de uña 
ecuación. < • . ■ 

Descompóngase su primer miembro YC^") en polinomios ó 
grupos de términos, tales que, estando ordenados, presenten un 
solo cambio de signo de -j- á — , hállese, dando á ¡r los valores 

1, 2, 5, 4, , el nñcnero positivo i que liaf^a positivos á todos 

estos grupos O polinomios parciales, ó aunque uno 6 ma& se anu- 
len, los restantes resulten positivos, y dicho nímiero L será el li- 
mtle superior de b£ raices posiLivas de la ecuación. 

En efiícto, según el teorema anterior, todo número mayor que 
L hace positivos á iodos los polinomios parciales, y por lo tanto al 
polinomio ¡{¡c); luego ningún nírniero mayor que L reduce á cero 
á /(r); luego A es mayor que todjs las raices de la ecuación f(x) 
^ O, es decir que L es un limite superior de las raices positivas 
de Ja ecuación, 

Ejeiiiplos, I ." í* -f. Vx" — ax- + 4x — 5 ^ 0. 
Descomponiendo el primer miembro de esta ecuación en los dos 
polinomios 

I* + Jx' __ 5^í, c 3;í (a;S -^ 7a: — 5), j ií — S, 
se verá, que 2 es un número, que sustituido en vez de ;£', hace po- 
sitivos á los dos polinnraios; lue^o 2 es un limite superior de las 
raices positivas de la ecuación. 
'■■i° 4,p» + 3a;' — 12r — 2 ■- O, 
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fCoMO «1 primer míenibro no pre^nla mis que ub cambio de 
»Íyao4« -|> A — , haremos x^síQ, 1, S, j halluremos que i da 
«« («LUltiil» fMuilito » y que por lanío 2 es un límil&sapenorde 
l»s raicaspoBÍliras ile U «cuacion. 
S.* x' - 5x* — lox* + 17x" — fio ^ 0. 

L DnromiioQJrf mos su primer miembro en los dos polÍDomios 
y* 
po 



— »x* — I3j;' ó x*(x* — ax — 15), j Í7x' — 69, 



T se Irtllarl fáritmente que 7 es un Hmite superior de Las raices 
|to«ilÍi>s di' t:i ecuación. 

éJ^ So 1lam,i limite superior de las raices ti€g3lÍV3s de una 
MUciun totlo número negativo cayo valor absoluto sea mayor qDt 
1m wlorr-i absolutos de eslas raices, y limito inferior de las rai- 
cw m'iiiiUvas totlo numero negativo oujo valor absoluLo sea me- 
nor que los valores absolutos de las raices negativas. 
V aullar vi limite superior de las raices negativas de ttna ecua- 

HAilcse en la ecuación el signo áe x, y las raices de la ecua- 
clOB iransíovraada serán respcclivíimenle iguales y de signo con- 
trario A las de la propuesta (37). Ilaibndo pues el limite supe- 
riín" df las raices positivas de la trausformada en — j: , y to- 
ttündülo uegütívamente, se tendrá el limite superior dé las raices 
negativas de la ecuación propuesta. 

4fi. llotnos visto que, cuando en ud poliDomio Ax" ± JBx" 
^ C**" ± .... cuyo primer término es positivo, se sustituye 

fnvM de f el limite superior de las raices positivas de la ecua- 
ción que resulta igualando á cero dicfio polinomio, el resultado 
ps positivo; sea — Ax" dr Bx"*' ^Cx'^^'zh.... un polinomio 
i'uvo prinipr término tiene elsigno — , yque podemosescribirasit 

Su^tttuycndo en voz de x en el polinomio interior al paréntesis 
el lloiiiB superior de las raices' positivas de la ecuación 

.T ^ BX ^ Cx ^ .... :z^ O, 

1*1 rcsultadio es positivo ; luego el resultado de la sustitución de di- 
olt» UmitP &n vea de íf en la espresion 

#crA iic){aliru ; y pues fas ecuacionos ■ 

~A:¡^'±Bx'"~' ± fa:"-'±....=fl, M 

P Ax^ q= ^^"'-' =F Cx'"-' zí: .... == O ;j| 

»ft« wuA fiiisnia , el limite superior do las raices positivas do la una 
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es el IJmile superior de las raices positivas de la otra ; luego sus- 
tituyendo en un polinomio f(a:) ordenado , y cuyo primer términ3 
es negativo , en vez de x el límile superior de i<is raices positivas 
de la ecuüL-ion que resulta igualando á tero {IJcho polifiomio, el 
resullíiilo es negativo. 

Concluimos pues, (¡uesieiiwi polinomio r(x), cuyo primer 
término at'a positivo ó rtegalivo, se suslilufje oi ves de s ei limite 
superior de fas raices positivas de ¡a ecnarion que resulta iffUalan- 
da á Ciro dicho püUnomio, el resuUado Cieñe el mismo signo que 
el primer término del polinomio. 
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H^J CAPITULO II. 

Teoremas sohre la existencia de las raices reales. 



I y 49. Si (los números eualesr/uiera suslituidos en vez de % en el 
¡ primer miembro de una ecuación 

f(x) = Ax™ +Bx'°-* + + L = 

dt^nresullaéos de ugno contrario, la eciianon (ietiepor lo menos 
una raiz real comprendida entre dichos dos números. 

Seau p y fj dos üüQieros cualesquiera, positivos, negativos, ó 

uno positivo y otro íiegalivo , tales que ¡(p) y f{(¡) ( que (1 1) son 

los resultados de la sustitución de p y ^ en vez de x en el po- 

; Ünomio f(x)\ sean de signo contrario ; digo que la ecuación ten- 
drá por lo menos una raiz real comprendida entre p y g. 

Supóngannos que p < 7: imagineinas que x vava ereciendo 

, por grados insensibles desde p Irasta q, la fnncion f{x) variará 
también por grados insensibles desde el valor f(p) hasta el valor 
/(í) (28); juego /(¡r) pasará por todos los estados do mag- 
nitud comprendidos entre /(p) y f{q) ; pero coma f{p) y f{q) son 
de signo contrario, y los valores de /(j:) son finitos , cualquiera 
quesea el valor finito de j;, se infiere que O es un valor interme- 
dio entre ellos, y que por tanto f(:c) pasará por 0. Luego entre 
p y q existe uu niimiero, que sustituido en f(x) anula á esta fun- 
ción, ó es raiz de la ecuación f(x) := 0. 

PÍOTA 1." Acabamos de demostrar que entre p y q existe nn 
número, raiz de la ecuación f{^) ;= 0; pero esto no quiere decir 
que no pueda existir mas que una sola raiz comprendida entre p 
y q ; pues /(.r) podrá tener valores que vayan creciendo hasta cier- 
to punto, [jue vayan dlsminnjemlo en seguida, que luego vuelvan 
á crecer para dis-minuir de nuevo, y asi sncesivamcnle; de modo 
que podrá suceder muy liien que entre j) y </ existan varios valore 



de X que sean raices de la ícuacíoü fíx) = O : bé aquí por qaé se 
Lba diclio en til teorema que entre jijq exUle por lo menos ooa 
i raíz. 
I bO. Sí en el primer viiembro de una ecuación 

f(x) = Ax° +Bx"-' + .... + L -^ « 

. te smliiityen en vez de x dos números p y q que comprendan un 

\n'ítmero impar deraices, los rcNtd¡ados l(p) y í(q) tefidrándi- 

ferertin signo; y sí tos números p ¡/ q comjirpuden loi número 

par de raices, lí íio comprendeti ninguna, tog resultados f(p) tf í((j) 

tendrán el mismo siíjno, 

\" Sea p < q: supongamos que estos dos números compren- 
dan un numero impar de raices; y para íljar las ideas, adrailamoa 
quesean Ires a, /?,(;. Será /(lt) divisible por(x — íí)(it — b^i^x — c), 
y llamando al codéale f^{a;) , tendremos la idciiLidad 
fiT) = (X - a)(.T ™ b)(x-c)UT). 
Por consiguiente 

íiv) = Cí' - a) fP - <-) iP ~ c) f,(p) , 
/(?)= (?-«](9-&)(7-c)A(?]. 
Las cantidades /"^íp) y f\(q) tienen el mismo signo. Para de- 
mostrarlo, admitamos que /¡{p) y /\{q) sean números de signo 
, conlvario : calos dos niímeros f¡(p y f\{q) son los resultados de 
la sustitucioii de j5 y 9 en vez de j en el primer miembro de la 
ecuación 

luego p y q comprenderían por lo meaos una raíz d de la ecua- 
ción fi{x) =z {i; y como toda raiz d de esta ecuación es raiz déla 
u propuesta f{T) = O (o), resultaría que entro p y q estarían com- 
Fprendidas por lo menos cuatro raices de esta ecuación ; contraía 
suposición. 

Habiendo demostrado que las cantidades f^(p) y /,(?) son dol 
mismo si^no, podrán ser las dos positivas ó las dos negativas: si 
son positivas , como p es menor que a^ b y c, será evidentemen- 
te /"(p) negativa ; y como 7 es mayor que o, b y coserá fOí) fo- 
, BÍtiva: si ¡\{p) y [^{q) son nej^ativas, .será ¡{p) positiva y f{q) jiega- 
' tiva ; lue^o l{p) y ¡Xq) son en ambos casos de signo contrario. 
2." Si los nítmeros p y q comprenden un numero par de rai- 
ces, se demostrará del mismo modo que f(p) y /(í)son del mismo 
signo. 

id) Si (entonos 

[ toáo VÑiOr de ir que aaúle á iiiia de estOS dos factores, anuía al producto, ó lo 
'que os igual, las mires de las ecuaciones f^{3)) = O, (¡(¡r} = O son también 
ri)668 dfl la ecuación f{x) ■= 0. 
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3.' Si }9 y 9 no comprCDilen ninguna raíz, los resuUndos /(p) 
y f{q) son del mismo signo ^ pues si fuesen de signo contrarío, p 
y q comprenderían por lo menos una raíz (49); contra lo su- 
puesto. 

Reciprocamente, sí das númi-ros smtiJuidoa en mía ecuación 
en vez de \ da» resiiitndos de diferente sig»o^ comprenderán un. 
Húmero impar de raices; y si ios resultados son del mismo signo, 
comprenderán wt numero par, ú no comprenderán mn(f\ma(Qtñ- 
meíiía 20). 

3Í. Toda ecuación degrado impar liene un número impar 
de raines rmleí! dt- signo conirario at ds su üUimo término. 
Sea la ecuación degrado impar 

il^'"* + ' =t lix^'' ± .... - A'^ O, 

SuponenDOs en primer lugar que el último lérmíoo de la ecua" 
cion es negativo ; y varaos á demostrar que Lendrá un número im" 
par do raices reales positivas. 

Haciendo jj^O, el resultado es el último término, y por tanto 
es negativo. Haciendo x=^¿,Ümilc superior délas raices positivas 
déla ecuación, el resultado será positivo (46); luego (ÜO, recipj) 
entre O y i habrá un nítinero impar de raices comprendidas; es 
decir que la ecuación tendrá un número impar de raices realeo 
positivas. 

Supongamos atiera que la ecuación de grado impar tenga su 
último término positivo, y sea 

digo que tendrá nn número impar de raices reales negativas. 

En efecto, mudemos en la ecuación propuesta w en — a:, y la 
ecuación transformada será 



»m+ I 



— Áx""-" rbiíx z^.... + vr=o. 
Mudando á todos los términos de esta ecuación los signos, len- 
dremoB 

iic*'" ^ 1 d= /íff"" zt .... — A ^ 0; 

ecuación cuyo primer término es positivo y su último lénuino ne^ 
galivo; luego, según el primer caso, esta ecuación tiene un nú- 
mero impar de raices reales positivas. Mas sabemos que (57) la 
ecuación transformada y la propuesta tienen sus raíces re&pecli- 
vameníe iguales y de signo contrario ; luego la ecuación propues- 
ta tiene un número impar de raices reales negativas. 

Corolario. Toda ecuación de grado impar tiene por lo menos 
una rai^ real de sigjw contrario al de su último término. 
^ 55. Toda ecuación de grado par cvyo úUimo término et «' 
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gativo, íiCMí «n número itrtpar de rakes reates positivas, y un nú- 
mero tambidí impar de raices reales neifativas. 

Haciendo j; ^^ O en dicha ecnacion, el resultado, que es el 
último término, es negativo . Haciendo x ^^ L, limite superior de 
las raicea positivas, ell resultado es positivo í-iG): Inego enlrr 
O y i hay un número impar de raices reales, las cuales, por ser 
mayores que O y menores qtie L, serán positivas. 

Modernos a; cu — í en h ecuación: como la ecnacion pro- 
puesta os de grado par, el primer término de la transformada se- 
rá positivo » y el último término el mismo que el de la propuesta, 
esto es negativo ; luego , según el primer caso» la ecuación trans- 
formada tendrá un número impar de raices reales positivas; lue- 
go (37) la ecuación propuesta leudrá un número impar de raices 
reales negatÍTas, 

Corolario. Toda ecuación de (frado par, cutjo ñltimo Urmim 
sea negativo, ííoie por lo menos una raiz real positiva tj una ratz 
real negativa, 

H5. Sí una ecuación no tiene mas qve raices imaginarias : 1 ." 
será de grado par, 2.° su último lérmitio será positivo, S.'sitóíí- 
tuyendo en vez de x niimeros eiiaiesquiera^ los resallados serán 
siempre positivos. 

1." Si la ecuación fuera de 1,'rado impar, tendría por lo me- 
nos una rai?. real (oí , Corol.) , contra lo supuesto. 

9.° Si el último término de esta ecnacion de gnido par fuera 
negativo, la ecuación tenJria por lo menos una raíz real positiva 
y una raiz real negativa, contra lo supuesto. 

Z." Si atgun resallado fuese negativo, como haciendo x ^= O, 
el resultado, que es el último término, es positivo, tendría la 
ecuación un número impar de raices reales (30, rectp.), contra 
lo supuesto. 

S4. Si una ecuación 

Ax"" + Bx"'"' + Ci""' -h -fKí + L = O, 

Clisos coeficientes son reales (a) , lienc la raíz imaginaria 
p -j- pV^í también tiene la raiz p — qV— í, conjugada de la 
príjnera. 

Eq efecto, siendo p -f- g-v'—í raiz de la ecuación propuesta, 
tendremos la igualdad 

+ C(p + 9V^f '+ ^K(p + q^f^) + L = Q: 



(a) Asi lo hemos stipueato en todo lo que procede. 
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desenvolviendo cada uno de estos términos, tendrá la forma 
P + Q'^—í {Alg. elem. i 72) ; Inego todo este polinomio tendrá 
la misma forma: tendremos pues ■ 

y por conei^ieate 

p = o.(3 = o. 

Si en el primer miembro de la ecnacion propuesta sustituimos 
en vez de x la cantidad imaginaria p — 9V— 1, el resultado solo 
se diferenciará, del anterior P + Qs¡--i en el signo de V*— í , es 
decir que el resultado será i* — Q\¡~A; y pues queda demostra- 
do que P = 0, Q = , se infiere que P — Qv—Í es cero, y 
que por tanto p — ^v^ es raíz de la ecuación propuesta. 

bS. Sí en una ecuación f(x) = O, Ofyos coeficientes son con- 
mensurables, existe una raiz p + \/q [siendo p y q nimeros 
anunensurables) , existe también la raiz p — \/q. 

En efecto, siendo p + V? raiz de la ecuación f{x] == O, será 

ó desarrollando esta espresion por la fórmula de Taylor, será 

■ - W .«vy + ....^o, 

2.3;4.5 ' "^^^ 
6 llamando, para abreviar, P al polinomio conmensurable de este 

desarrollo, y O al coeficiente de Vq , será 

P + OV? =0; 

igualdad que nos da 

P=0, Q = 0: 
paes si uno de estos dos polinomios no fuese cero, la igualdad nos 
dice que tampoco lo seria el otro, y por tanto tendríamos el resul- 
tado absurdo 

es decir una cantidad conmensurable igual á una inconmensura- 
ble : luego los dos polinomios Py Q son ígnales á 0. 

Sustituyendo en la ecuación en vez de w p — Vg , el resulta- 
do solóse diferenciará del anterior en el signo de V^, es decir 

que él resultado será P — QVq : y pues hemos demostrado que 
^ = O, ^.,p= 0; se infiere que 
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y por consiguiente ?! ^Vq es raiz de la ecnacloíi. 

36, Ei número de raices tmaginariaJt de utia ecuación 
f(x) ^ a es par. 

Dividienüo el primer miembro de la ecuación por el produc- 
to de los íactores hinoP-iios correspondientes á las ratees reales, 
el cocienle igualado S cei'o Icndri por ra¡i:es todas las demás de 
la ecuación propuesta, es decir, todas las raices imaginarias de 
esta ecuación; luego dJclio cociente igualado á coro debe ser áe 
grado par [o5), y por tanio el número de sus raices debe ser 
par; luego el aúmero de raices imaginarlas de la ecuacíoo pro- 
puesta es par. 

CAPÍTULO 111. 

Raices conmsjisurabtes. 
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Artículo 1 ." 
Raices enieras. 




S7. Las raices con mensura bles de una ecuación pueden spr 
enteras óíracciojiarias: trátenlos en primer lugar de hallar las rai- 
ces enteras. 

Consideremos, para hallar la regla de su investigación, una 
ecuación cuyos coefieJenies sean enteros; y para fijar lag'ideas, 
tomemos la ecuación de cuarto grado 

Ax* + Bx^ + Ca'-+ Dj¡-\- E=zO, 
en quei4, B, C... son números enteros, el primero positivo y los 
demás po&ilivos ó negativos. 

Sea a una raíz entera de esla ecuación: tendremos 
Jfl* + 5fl' + Ca' -I- -Da + -E — O , 
y por consiguiente, dividiendo los dos miembros de esta igualdad 
por a, será 

Jfl' -f fia* + Ca + ií 4- — = O . 

a 

Esta igualdad prueba que ei último término de tma ecuación, 
'cuyos coc/icienles son lodos enleros, es divisible por cada una de 
siíjí raices enteran. 

Esta sola condición seria suficiente para hallarlas raices en- 
teras de una ecuación de coeficieníes enteros; pues, hallados los 
límites superiores de las raices positivas y negativas do una ecoa- 
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cioD^ no babría mas que sustitair ea dicha ccaacion todo$ los di- 
visores simples y compuestos del ühimo término, comprendidos 
eotre dichos límites, y lomados positiva y negativamente ; y aque- 
llos que redujesen á cero al primer miembro, serian raices de la 
ecuación. Pero la raiz a debe además satisfacer S otras condicio- 
nes que abrevian ol cálculo. 

E 
Hagamos — ^F [í], 

y la igualdad anterior será 

^a" + Ba» j_ Ca 4- J3 + r = O, 

y dividiendo en seguida por a, tendremos 



Aá* i- Ba + C -h 



ií-f-F_ 



= 



luego /) + F debe ser divisible por a. 

Hago ^JlI^F' 

a 

y la igualdad anterior será 

Aa' -j- Ba -h C -^ F' = O, 

dividiendo en seguida por a , tendrá 



[3], 



/líi + £ 4- 



C + F' 



= 0; 



ígo C -\-'F' debe ser divisible por o. 

C + F' 



Hago 



= F'- 



[3). . 



y la igualdad anterior será 

Aa-\- B -\- F" =0 

y dividiendo en seguida por a, tendré 
B + F" 



A-h 



= 



W: 



luego B -4- F" debe ser divisible por a, y sumando este cociente 
con A, la suma es cero. 

Vemos, pues, que toda raiz entera de una ecuaeion de coefi- 
cientes enteros satisface á las condiciones [1], [2], [5], 14]. 

Al contrario, todo níimero a que satisfaga á las ecuaciones 
[i]t [2], [ol, [4], es raí;: de la ecuación. 

En efecto, elimino entre estas ecuaciones las cantidades 
F, F', F") y para hacer esta eliminación con brevedad, multi- 
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plico las ecuaciones [1], [I], [3], [4] respectivameúle por a, 
a', a*, a\ y sumando en segxiiila tas nuevas ecaactODeg, resulta 

Aa' -f- Ba» -f Ca* -\- Da-\-£ = 0; 

luego u es raiz de la ecuación. ' 

Luetro, para que un número entero a sea raiz de una ecua- 
cioD (le coeficiíntcs enteros, es sulicienle y necesario que sa- 
lisfaj^'a á las siguieulcs condiciones: 
/ El úIiíeuu término ha ilc ser divisible por a; efectuando esU 
división, y añadicDilo al cociente el coeficienie de ir, la suma tía 
de ser dií^isiblc por a; efeciuando esla división, y añodiíndo at 
cociente el cocllciontc Je .t', la suma ha de ser divisible por a; y 
asi sucesivamente, liasla que se añada el coeficiente del primer 
termino, en cuvo caso la suma debe ser cero. 

58, Esto supuesto, para hallar las raices enteras positivas deuoa 
ecuación cuyos coefLciicntes son eoteros, se Ualiará el limite sa- 
perior de las raices positivas de la ecuación, se descompondrá el 
último lírmino en sus factores simples y compuestos, y se some- 
terá cada factor del último término, factor menor que el limite, 
á las condiciones á que hemos visto debe satisfacer para ser rai¿ 
de la ecuación. 

Ea cuanto al factor 1, o$ preferible «ustituirlo directamente 
cu la ecuación, para ver si la satisface. 

H9. Las raices enteras negativas se pueden hallar del mismo 
modo; 6 mejor, mudando j; en — x en la ecuación propuesta, ha- 
llando las raioes enteras positivas de la transformada , y tomando 
en seguida estas raices coq el siano — ; pues va se sabe 1,57) 
que las dos ecuaciones /(j") = O y /( — x) ^ O tisnen sus raices 
respectivamente iguales y de signo contrario. 

Ejemplos. 1." Hallar las raices enteras de la ecuación 
Si* — 23a' -f 77j;* — G^x ~ U — 0. 
El limite superior de las raices positivas es 12. E6 factor I no 
es raiz áe la ecuación,- luego los raclores de 'iir que se t;taga.dje,|()- 
meter á la prueba, son 9, 3^ 4, G, 8. " 

Cálculo para el factor §. 

40 



% 



= 30 

— 2Ó 

— 5. 




P" 



labiendo lialtádú la suma 3, que no es dírisibie por 2, se in- 
iere que csle número no es raiz de la ecuación. 
Cálculo para el faclor 3. 

— 70 

¡orno la suma — 70 do es divisible por 5, este oúmcro no es 
aiz de la ecaacion. 

Cálculo por el factor 4. 

— 68 






~r¡z — 


- 17 




4 




77 

20^IB 

* — 23 

— 8 


= — 2 






4 


+ 2 
0. 



¡orno el i salhrace A todas ias condiciones, A es raiz de la ecua- 
lioo. 

Cálculo para el faclor 6. 
—24 




= — 4 

— 62 

— 66 



= — H 

77 

S — 23 
6 



+ 2 
0. 



!1 6 es también raiz de la ecuación. 
Xálculo para el factor 8. 




— 24 



= — 3 

— 62 

— 65 



dos rsiccs 
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Como la euma G|$ do es divisible por 8, se iTificro que 8 no es raíz 
de la ecuación. 

Si la ccuatton propuesta l'nese de un grado inferior al cuarto, 
hallariamos aliora sus raices enteras uegaLivas ; mas en el caso 
íictiial se pupde reducir inmediatamente á ecuación de seguado 
grado, dividiendo su primer luiernbro por el producto 

El cociente es 9íc' — Sj: — I , que igualado á cero, nos da Us 

4 ■ 

Estas dos üUimaa taiccá pueden liallarse mas brevemente, 

porque la suma de las dos es (3G) ^ — 10 = ñ"t y su pro- 

1 
duelo — — ; luego son las raices de la ecuación 

oí 

2." x' -h Sj* + re' — 16jr* — 20j —16 = 0. 

El limite superior de las raices positivas es 3. Et factor I no 
es raiz de la ecuación; lue^o el único número que hay que ccm- 
probares 2- El'eeluauílo e] cálculo, se halla que 2 esraiz. Alinra, 
si se quiere, puede quilarse el factor .t — Ü del primer miembre 
y hallar las raices enteras nej^ativas del cociente igualado á rero; 
pero nosotros no suprimiremos dieho faeicr x — ^; hallareíuos 
antes las raices enteras negativas. Para esto mudo a^ en — x,j 
tendré la nueva ecuación (58] 

í" _ 5j* _|_ ip9 -L 16x' — 2:0:e + í6 = o, 
ctiyas raices tienen por tlmito superior 5. Como 1 no es raíz de 
esta ecuación, lüs faclores de 16 que hay que someter á prueba, 
son S y 4, Efeíiuando el cjícuIo,»© halla qne 2 y 4 son raices ds 
la ecuación transformada; y por consiguiente — 2 y — 4 son rai- 
ces lie la ecuación propuesta. 

Dividiendo aliora el primer miembro de 3a ecuación propuesta 
por el producto (.r ~ 2) (x + 2) {x + 4), e! cociente j:' + 

' li 



x+ i. 



igualado acero, 
— 1 =b \P^ 



nos dá las otras dos raices de la 



ecuación 



2 



60. Vemos, según el método que acabamos do espliear pan 
bailarlas raices enteras positivas, queno liay que someter á prueba 
mas que aquellos divisores del último término, infcriore.s al li- 
mite superior de las raices positivas: pero aun asi, si el último 
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término itene muclios divisores menores qne el limite^ el cálculo 

pcede ser muy laryn. El leorema siguiente nos úa el medio de 
escluir varios de estos divisores. 

Si L-n el primer miembro de iííio ecuación í{\) ^ O de coeji- 
ct'cntes entei'Os se sustituye en vei: de x un número entero a., el re- 
aullado í[%) es divisible j)or la diferencia a — a «tire dicho nú- 
mero y toda raiz entera a de ia t'cu/icÍo?i. 

En efecto, siendo a raíz de la ecuación, f(x) es divisible por 
X — a, y llamando /",{.!;) al cocienle, que será un polinomio de 
coeficientes enteros, tendremos la identidad 

luego 

y pues /¡{ot) es üd número entero, se ve que f{a} es divisible 
por X — a. 

Por consiguiente todo factor del úllimo término quo realado 
de a TÍO dé un resto que sea divisor de /{s.},. no puede ser raíz 
de la ecuación. 

El nftiucro mas ventajoso, que puede sustituirse en lugar de x 
en el primer miembro de la ecuación, es 1; y pür tanto, lodofac- 
tonlel último lermino que disminuido en 1 no dé on resto que 
sea divisor de f\{], ao puede ser raiz. de la ecuación, y quedará 
escluido. 

IVOTA. Si sucediere que ([]) fuese cero, seri 1 raix de la 
ecuación; se simplificará esta dividiendo /'(j) por as — 1, y se 
aplicará en seguida al cocieuto igualado á cero la regla de csclu- 
síon qoü acabamos de hallar. 

Ejemplo, ic* -^ iix^ + ÍGj;* -(- 720í — 9Sí)2 — 0. 

El limite de las raices positivas es i\: los factores dol último 
término, menores que- el limite, son: I, 2, 5, 4, ü, 8, 9, 12, IG, 
18, 24^27, 52, 5G. 

El resultado de la sustitución de 1 en vez de íe es — 1730. 

Aplicando ahora la regla de esclusion, se verá que quedan 
escluiílos los fjclorcs A, 9, i2, 1G, 18, ^24, 27, 32; y por tanto 
los únicos factores qne hay que comprobar son 2, 3, G, 8, 3G. 

Efectuando el calculo [iiS, al fin), se halla que ó, C y 30 son 
raices déla ecuación, üiviilicndo el primer miembro de esta por 
el proilucio (r — 3) {x — 6) (¿c — 56), resulta el rocicníe a'-|- 4, 
qufl igualado k cero, nos dá la raíz — i; la cual pudiera hallarse 
mas fácilmente en eJ caso actualj puesto que la suma de las cua- 
tro raices de la ecuación es 41 (5(j): y como las tres raices 
que conocemos suman 3 -|- 6 -j- 56 = 45, resulta que la coarla 
raiz es — 4. 
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Atitícdio 9,* 

fíaiccs etilcras igual^es. 



vJ» 



6l. Puede suceder que una ecuación lenga raices enteras 
iguales: el mélodo que acabamos Je cspQoer, no Oetermina las 
'\eces que cada raiz enira en la etuaciori. Para conseguir esto, 
se divide el primer miembro por el [iroducto de los factores bi- 
Eoiinios correspondientes á las raices enteras liallaJas, y se veri 
si el cocieole igualado á cero tiene aun algunas de dichas raices. 

Ejemplo. .r'4-3;F^ — 15ír+—3Sj* + 90j*+108.T— 216^0. 

El limite de las raiccg positivas es 4; 1 no es. rah; luego ao 
hay que comprobar mas que 2 y 3- Efectuando el cSjculo se halla 
que 2 es raía. 

Para hallar las raices enteras ne^alivas, mudo j: en — x f 
lengo (38) 

- El limite &upcr¡t}t de las raices positivas de esta ceuacíon es 7; 
luego como I no es raiz de la ecuación^ uo liay que comprobar 
mas que 2, 5, 4 y 6, factores de 2 1 6. 

Hecha la coTiiprobacion, se halla que 3 es raiz, y por consi- 
guiente — 5 es rai2 de la ecuación propuesta. 

Dividiendo el primer miembro de esta por [x — '¿][x -j- S)i 
^el cociente igualado á O es 

.ií*-f- ^x^~\\x^ — Ux -j- 36^0. 

Esta ecuación no puede tener mas raices enteras que 2 y^ — 5: 
sometiendo estas á prueba, se baila que en efecto son raices de la 
misma. Dividiendo el primer miembro de la última ecuación por 

(í-— 2) (^+S) =!» + «— fi, 
se halla ¡c* + s — 6, que igualado á O, nos dá íp = 2, a; =: -^ S. 
Luego cada una de las raices 2 y — 3 está repetida tr» 
Teces en la ecuación propuesta. 

Artículo 3.^ 
5^ N Raices conmensurables fravciotiaTias. 



62. Después de dividir el primer miembro de una ecuacioD 
por el producto de los factores binomios correspondientes S las 
raices enteras, el cociente igualado á cero podrá tener raices con- 
mensurables ^fraccionarias , cuya invesligacioo se reduce á la da 
las raices enteras de otra ecuación, Para hacerlo ver, demostra- 
remos el teorema siguiente. 



7< 

Toda ecuación de la forma 

X- -í-Px'-'-^ + Qx''^-* + +Tx+V=0, 

e» que lodos los coeficientes son enteros, no puede tener ninguna 
raiz conmensurable fraccionaria, 

Admilames que esta ecuación tenga por raíz el quebrado -r, 

■que supondremos reducido á sus menores (('*rniinos, ó bien, que 
estos S'Oo oíiaieros [irijuos enUo si: tendremos 

,111 n„iii - 1 /v„m-s 






+ ^"+7=0. 



Mulíiplicando todos los términos de esta ecuación por I/" \ Ber5 



o 



.Qa™-'6+ + TaA"'-' + Yb'"-' = O, 

de donde resuita 

^ — — Pa'"-* ~ QaT-'b — — Tar-'— Vb""-' 



El primer miembro de esta igualdad es un quebrado ¡rreduci- 
he, pues está demostrado, que si dos números son primos entre 
si, dos potenciaa cualesquiera de dichos números son también nú- 
meros primos entre si [Aritm. 70, Corol.). El segundo miembro 
C3 entero ; luego la igualdad anterior es imposible. Luego la ecua- 
ción no tiene ninguna raíz conmensurable Crüccionaria. 

De este teorema se infiere, que si una ecuación de coeficientes 
I enteros tiene alguna rüiz^ conmea^urabie fracüionaria, su primer 
Ifirmino tendrá un coeficiente /I > 1. 
Esto supuesto, dada una ecuación 

cuyos coeficientes sean enteros, y tratando de hallar sus raices 
fraccionarias, caso de que las tenga, transíormarcmos esta ecua- 
ción "en otra Oe la forma 

cuyos coeficientes P, Q,.., sean todos enteros. Para esto, hare- 
inos [iO) jp = - , y sustituyendo este valor en la ecuación pro- 
puesta, tendremos la transformada 



+ 



h' 



— + 



h' 



+ -O, 



^^_^^^r-^'-^y-^ 



-0. 



y Ahora se determinara por tanteo el menor valor de A, qae baga 
que todos los coeficientes d& esla ecuación sean enteros. 

Hallaremos en seguida las raices enteras de la ecuación trans- 
formada, y como x^ ^, sustituyendo en esla relación los valit- 
h 

res enteros de (//tendremos los fraccionarlos de x, esto es, los 
ratees fraccionarias de la ecaacion propuesta. 
Ejemplo, Sea la ecuacioa 

que, es fácil ver, no tiene raices enteras. Tratemos de hallar sus 
raices conmensurables fraccionarías, si las tiene. 

Para esto, liaremos a; = -p, y sustiluyendo^ resaltará la ecua- 
cion transformada 

Ahora se verá fácilmente que /i ^: C hace enteros á todos los 
coeficientes de e^ita ecuación ; y que por consiguiente la ecuación 
transformada es 

f + V - 39y + 54 = 0. 

Hallemos las raices enteras de esla ecuación. 

El limite de sus raices positivas es i; 1 no es raiz de la ecua- 
ción; luego solo tendremos que comprobar los factores 2y 3del 
Último término. 

Hecha esta comprobación (S7, al fin), se halla que'SySsoQ 
raices de esta ecuación. La tercera raiz, á la que llamaremos a, 
se hallará por la relación 

9-1-3-1- a=— 4, 
de donde a = — 9. 

Como ahora tenemos la re!acioü x ^ ^, los -valores de x cor- 

G 

respondientes á los que hemos hallado de y, serán 



i 



. = --. 
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CAPÍTULO III. 
Ratees ineonmensurablts. 



^í-' 



AwÍGDLO 1." 

Máxima común divisor de dos polinomios enteros r(i) y f,(x]. 



65. Sabemos (3S) que un polinomio /{x) puede descompo- 
nerse eo ol producto de tantos factores binomios de pvimer 
grado en x como unidades licnc el grado de dicho polinomio. 

Un polinomio entero f(x) no puede descomponerse masque 
de im 80I.0 tnodo eé factores binomios^ es decir que no pueden ser 
idénticos dos productos de [adoren binomios, que no contengan 
ios mismos factores^ binomios; y tampoco pueden ser idénticos 
dos productos compuestos de ios tnismos factores binomios, si 
alguno de estos factores tiene en uno de los dos producios dife- 
rente esponenle que en íí oifo. 

Supongamos que f{x)f descompuesto en factores binomios, 

sea C-P - ^'{^ - f*Tl^ — t)^ 

Demostremos en primer lugar que este producto no puede ser 
idéntico á otro producto de factores binomios en el cual haya 
un factor binomio x — a diferente de a; — «, J — by x — c. 

En efecto, dando á j; el valor a, el segundo producto se re^ 
duc-iria á O, y no el primero; luego no son idénticos, ó no for- 
man identidad, dichos dosproductos (Alq. elem. o). 

Demostremos ahora que el producto 

no pueda ser idéntico á otro producto do los mismos factores bi- 
nomios, teniendo alguno de dichos binomios en el primer prO" 
ducto un espoaente diferente del que tiene en el seguado ^ es 

decir, que no puede ser idéntico á 

• {x — a)""(a; — bf'{íB — cy. 

Eü efecto, supongamos eo primer lugar que sea m > m': 
partiendo los dos productos por {x — o)"", el primer cociente 

seria (j — <-""(jr - bn^ - c/, 

y el segundo (x — by{x — c/: 

mas hemos demostrado en el primer caso que estos dos nuevos 
productos, que no coostau de lo.; mismos binomios, no son idí 
ticos ; luego tampoco son idénticos ios dos producios propuesi 
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Del mismo se demnestra qae tampoco bou id&atícos esios dos 
productos cuando m <; m'; y así queda demoslrado el teorema 
en sus dos. partos. 

C4. Se llama iNOiímo eomtm divisor de doa polinomios enle- 
ros f{x) y f^(x) el producto de Jas potencias de menor grado de 
los factores binomios comunes á estos dos polinoniios. 

Asi, si f{x) = 8(íF — af (x — 6)*(ic^ c), 
y f,ix) = 4(a! - fl)* (x - 6) (jí - rf)', 

el producto de las potencias de menor grado de los factores hí- 
nomios X — aya; — í», únicos binomios comunes S los dos poli- 
nomios, fi el m. c. d de los dos polinomios, es(x — ay{x — ft). 

05. Según esta deíinicion , los coeficicrite& ó factores na- 
méricos que acompañen á Jos productos de los factores binomios, 
DO influyÉD en el »i. c. d. de los mismos, y por tanto se paedea 
multiplicar ó partir el uno ó los dos polinomios jior un número 
cualquiera sin que se altere su Til. e.cí; porque nínf^una de estas 
operaciones altera al producto de 3as potencias de menor grado 
de los factores binomios comunes, que es el m. c. d de loa dos 
polinomios. 

Asi, el m.c.d. de los potinomios 

es (í— ^y (u —2), 

«I mismo que el de los polinomios 

8(a: — \y{x — %y 
y 6Ca^-ir(r-2), 

el mismo qii& el de los polinomios 

el mismo que el de los polinomios 

y {jn— iy{x — 2). 

Nota. Si supiéramos resolver las ecuaciones 

sabríamos descomponer los polinomios f(x) y f^(T) enprodnctos 
de factores binomios, y por consiguiente sabríamos liallar el 



....c.tí. de dichos dos polinomios. Mas ia gran dificnitad del ál- 
gebra, y aun- el problema principal de esta ciencia, consiale en 
la resolucioD de las ecuaciones. Nos proponemos pues aciuial- 
raente hallar el m. c. d. de dos polinomios, en teros f{x) y f^{x) sin 
resolver las ecuaciones -• 

y haciendo servir, por el contrario, esta teoría para facilitarla 
resolución de las ecuaciones. 

(36. Si f(x) 1/ f [(x) -SüM dos polinomios enteros, el primero de 
un grado mayar ú pur lo menos igual al de i^(^), pero no divi- 
sible por íi(x); si tomainos por cociente incompte(o de la división 
de f(x) por f/jC) *™ número,- á una función entera de x, y halla- 
mos el re^io c'orrfispondiente frW, eí m.c.d. rfc f(x) y f^(x) será el 
mismo que d de ÍJx) y ír(x). 

Llamemos Q a! número, ú S la función culera arbitraria de ar, 
que tomanaos por cocit^nte incompleto de la dtTislon de ¡{x) por 
'^mJii^)'- Leuflremos la identidad 

m- f{.x) = Qf,ix}^Us) [A]. 

Sea ó una función entera de x que aea divisor de [(x) y f,{x): 
tendremos, dividiendo por 6 los dos miembros de la identidad 
{A)t esta otra, 

5 ^6 S ■ 

Siendo 6 dÍTisor de ((i) y de f^{x) , el primer miembro de esta 
identidad es una función entera de x; luego el segundo es tam.- 
bien una función entera de x; luego 6 es divisor de /r(-E). 

Supongamos ahora que la función 6 sea divisor de f{x)jfr(^): 
tendremos la identidad 

Siendo 6 divisor de f,(x) y de /,.(íc), el segundo miembro de 
esta identidad es una función entera de m; luego el primer miem- 
bro es también una función entera de x, y por tanto S es divisor 
de f{x). 

Queda pues demostrado que toda función entera Acx, que sea 
divisor de/fx) y /',(-T},es también divisor de fr(x); y al contrarío, 
que toda función entera deiF, que sea divisor de /',(:r)yde fri^:), es 
divisor de f(x¡: luego las dos funciones [{¡r) y f,{x) tienen los mis- 
mos divisores que las do? (Jx) y /r(i^)i luego el m.c. rf. de las dos 
srimeras es también el mismo que el de las dos segundas. 



, )* 67. Todo polinomio entero fi(x), que sea divisor de olro ¡ío- 
linomio entero fíx)^ es el m»c. d. de ambos polinomios, 
Supongamus que 

f(x) = (3! — ay{x — bY{x — c). 

Siendo por hipótesi fi(¡^) divisor de /'(■r),8Í se descompone f¿x) 
en factores binomies, no podrá eonloner faclor binomio alguno 
difetenle áií los de /(x), esio es, dift-rcnie úa x ^ a, ce — bj 
X — e, ni podrá contenerá ninguno de es,los factores con major 
esponente que el que dicho factor tenga en /"(r): pues si f^(x) la- 
■viese algún factor binomio diferente do loa de /'(;r), ó contuviese 
algún factor do f{^) con muyor; esponeute que el que tiene en 
/(;r), como por hipótesi /',(j:} es divisor de /(j), sacaríamos en con- 
secuenna que /(.r) podría descomponerse en facÉores binomios de 
dos modos diferentes ; lo que, según se ha demostrado en (65), 
no puede suceder. Esto supuesto, será, por ejemplo. 

Este polinomio es evidenlemenle el producto de las potencias 
de menor grado de los factores binomios x — a, x — 6, ac — c, 
únicos comunes á /ía;) y /,(ípJ; luego 

(¡B — a){x — b)\x~ e) ó f^(x) 

es el m. c. d. de [{x) y fXx)t coQÍorme á la conclusión del teo- 
rema. 

68 Pasemos ya á hallar el m, c. d. de dos polinomios enteros 

bLipodgamos que estos dos polinomios estén onienados, y que 
el polinomio f(x) sea de un grado mayor, ó por lo menos igual 
al de fi[xy. si ¡\(x) fuese divisor de f[x), seria, según el teorema 
último, /■,í.r) elm.c. d. de /(j:) y de /■/r); pero si la división de 
f{x) pQr/,(jp) e$ inesacta, y es fj^x) el residuo de esta división 
[Af.g.elein.,A&]^ comoelm.e.d. de f[x) y /',(.r) es el mismo que el 
0.& fi{x)j /i{a'}, pues que el cociente obtenido por la re^la ordinaria 
de la división es un número ó una función entera de ic, se infiere 
que la cuestión está reducida á hallar el m, e. d. de f^[x) y f¡{it)y 
polinomios de grado inferior á los de [{x) y fi(x]. Si fjx] fuere 
divisor de fj^x), fj^x) seria el m. c. d. de f,{x) y f^{x), y por lo 
tanto sería también el m. í. d. de f{x] y f^{x): pero si dividiendo 
fj^a:) por f^{x] queda un residuo /"/-rj, como el m. c. rf. de f'¡{x) 
y fj,x) es el mismo que ej de /"¡(a:) y /,(-■?;}, la íaesíion está redu- 
cida á hallar el m. c. d. de estos dos polinomios de menor grado 
que los anteriores /,(iEJ y [^(¡e). Si [¡(x) es divisor de /j(,r), fs(x) 
será elm. e. d. de [i{x)y fjjc), j por consiguiente d6/',(a;)y /¡(a), 
y siendo de estos, lo ser4 de /(a;) y (¡(x): pero si al dividir ft(x) 
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por/'j(T), queda un residuo /".(jt), la cnestíon niíedará reduci^3aS 
hallar el wi. c. rf. de los dos polimios f^{x)- y /',(3;).r.onlinuandu del 
mismo TTiodo , llegaremos á un residuo independiente de j, puesto 
que los esponeotes dfi los priniíros términos de los reElduíis/2(.7^), 

/aíx), /*,(.r) disminuyen sucesivamente en un núniero entero; 

por consiguiente ditlio rt'siduo será O ó uñ número enlero, SÍ el 
residuo es O, el último divisor será el m. e. d. podido ; y si es un 
número, como el último divisor y el residuo iio tienen ningun 
divisor común, función de r. , se inliere que los dos polinomios 
propuestos tampoco liencn divisor común alguno que sea función 
de X. 

Es coupeniente para la sencillez del calculo que los diferen- 
les términos de los cocientes tengan coclirieDles enteros; j para 
esto, se principiará por suprimir todo factor numérieo común á. 
los diferentes términos de vada uno de los dos polinomios, lo 
que no alterará á su ™. f-rf.(65); y si entonces el coellcienle del 
primer término del nuevo dividendo ({ít) no es divisible por el 
del primer término del nuevo divisor ¡\[x) , se multiplicará /(.t) 
por el factor conveniente m, para que el primer túrmino del 
producto mfXx) sea divisible por el primer término de [¡[¡s). Si 
habiendo iialliulo uno ó varios términos (de coeficientes enteros) 
en et cociente de \:\ división de [[x) ó de 'oifi^x) por /"!(x),stí llega, 
antes de llegar al reílduo /'i(.r), á un resto /j.{.r), cuyo prim^er tér- 
mino tenga un coeliciente no divisible por eí coerciente del pri- 
mer término del divisor, se multiplicará dicho resto f,{x) por un 
factor conveniente, n para que el Lórmiiia siguiente del cociente 
tenga un coeficiente entero; y e&lo no puede alterar al "i- c. d, 
que se busca, porquC; sejíun el teorema ((>fi), el m, c. d. de f{x) 
6 tnf{^) y f^{x) es el mismo que el de fi{x) y fr{x) , y este es el 
que es mismo que el de ji/'X^') y W'O- 

Cuando se llegue al residuo /".(j:) de esta división, tenemos 
que ilividir /,(a;) por (Sx); y para la sencillez de la operación 
suprimiremos todo factor numérico común á los dd'erenles 
términos de fjx); lo que no altcrarü al tu. c, d, de [¡[x] y /¡(j;), 
que es el mismo quo el do /"(.T)y ^(-i"). 

Lo que acabamos de decir, que debe hacerse para evitar 
coeficientes fraccionarios, al partir /^(j) por /",(¿r), se bará tam- 
bién al partir (¿s:) por f^{x), f,(x] por f^{x), eín, 
y Luego, para (fallar et ín. c. d. th dos polinomios enlsroi 
'unavnriable, se ordünaTándif'.hos'¡>otÍvt¡niÍos,v 
iinomio de mayor grado jior el otro {a), 6'ie divi 
•■ 

(a) Si (I grado de loa dos tiuUnoaiios es el iiusmr>, 
los dos por el olro. 



díiíísor por el residuo; y «e cmitinitará del mismo modo hagta 
llegar « un residuo O, en cutjo caso el vUimo divisor será el 
m. c. il. pedido; ó hasta degar á un residno (¡ite sea un niímero, 
y en este caso los dos polinointos no leiidrán iiiitrjun divisor comtm 
función de x. 

Para avilar coe/tcimlcs fraccionarios , se principiará por m- ' 
primir todo factor común á los diferentes términos de cada uno 
de los dos polinoniios, y se muUiplicaráii d dividendo y los reslúi 
sucesivos por números convenieníes. Cuando se llegue á un resi- 
duo, se suprimirá lodo factor tumérico común á sus diferetites 
téi-minos, antes de tomarle por divisor déla división siguiente. 

Ejemplo. Hallar el m.c.d. do los polinomios 

43a;* — 13ox* + 90jc' — 43^' + í55j; — 90, 

üOü* - lUar'' -f- 300,í' — 300x + 120. 

El m. c. d. de los coeficientes Jcl primero es 45, y el de los 
cúeñcientes del segundo es 50: supTÍmieTido en el primer polino- 
mio el divisor 4S, y eo el segundo el divisor 50, los nuevos po- 
linomios son 

los cnales tienen el miíimo m. c. d. que los dos polinomios pro- 
puestos (65). 

Para hallar el m. c. d. de estos dos ütievos polinomios, hare- 
mos las operaciones que signen : 

Primera división. 



.T* — 33;* + ar' — aí»+ 33;— 2 



af* — Hír'+ lOíB*— 10^^-4 



ÍF-|- 2 



9a:*— 821*+ 9a;»— x—t 
+ tOa:^— 20x^+20 j— 8 



Como los términos de este residuo no tienen ningún divisor 

comían, lo tomaré, como esta , por divisor. 



í^ 




Segunda división. 






2a;'— Mffi'-f 19:»— iO 



X -i- 1 



-H|í* — nir -|- 1 

Como Io3 términos de esle residuo tienen ef m. c. d, 13, su- 
primo esle m. c. tí., y tomo por divisor el cociente x* — 5a;-f 2 

Tercera división. 




2j;' — Mrc» + 1Í)j; — 10 .i:' — 3.it + 3 



— 13í + Í0 



2.r — Ei 



Luego aj" 
puestos. 



2i 



7 



o 

3j; + 2 es el ííi. c. d. Je los dos polinomios pro- 

Abtículo 2." 

Teoría de las raices iguales. 



G9. Hemos visto (Gl) el método fácil qae hay para hallar las 
raices iguaJeá conmensurables de una ecuación : pero cuando las 
raices iguales son inconmensurables, aquel m.étodo es inaplicable; 
y como para la inveslifjacion de las raices inconmensurahlcs de 
una ecuación, es nícesario, como lo veremos pronto, que estas 
raices sean clesiguales, cspondreraos el raHodo para descomjto- 
ner itna ecuación qnc tniffa rair-ps igualas en otras ecuaciones 
mas sencillas cuijas raicen sean todas desiguales: tal es el objeto 
de la teoría de las raices ipualc^. 

Esta teoría se funda en el teorema siguiente. 

70. Si una ecuúciou f (sí ^ O tiene raices iguales^ el máximo 
eomuti divisor de ^u primei' miembro f(x) y dú su derivada 
es el producto de los factores binomios correspondientes ú di\ 
raices ^ teniendo cada binomio en esle producto un 
fcrior eti ítra vnifind al que tiene en d primer 
CGuaciofi. 



I 



Sea la ecuación ^^^F 

f{x) = (x — aY [x — fi)'(x — cY[x — d){x~e) = Qz 

suponemos, para íjjar 3as ideas, que la ecuacioD do tieD& ma^ 
que tres raices repelidas a» 6 y c, y dos raices simples d y c. 
Digo qae el máiimo comuQ divisor do /(j) y f\x] es 

[x-af-\x — bf-\x — cy-\ 
En efecto, la derivada del prodiiclo f[x) es (24) 
/'(¡c) =: p[x — fl)P -^(o; — hf {os — c)'- (x — d) [x - e) 
+ q{x — fl)P (jr — b)' -'(ai — €)■" {x — d)[x — e) 
+ r(a; — fl)" (ff — *)' {x^cy-\x ~d][x ^ é] 
-í- (J5— a)*' (a: — 6)' (j: — f)' (*— «) 
4- (.T — «y (a; — 6)'' (x — c)'" {a? — d). 
Vemos que los únicos factores primos comunes á Iodos los (.ér- 
minos de [[x] y f'[x] son (a; — flj , (:e ~b)y {^ ~c); y como el 
menor esponeote de s— a en ^(j;j y /''(a;) esj) — 1, el de a; — & es, 
9 — 1 y el de x— c es r — 1 , resulta que 

es el producto de las potencias de menor grado de todos loa fac- 
tores primos comunes á /(jc) y (/"í); luego (G4) 
(i - af-' {w - by-'isi — c}r-' 
es el ííi. c. ri. de f{x) y p{x). 

COROLviuo. Sí u)i£i fiCMflciojí «O tiene Tüices iguales, su pri- 
mer miembro y su derivada son cantidades primas eture ii; pnes 
en la! caso p ^= cj ^= r ^ i ; y por consiguicníe el m. c. d. 
[x — df-' {x — 6)'-' (37 — c}'— ' de ¡[x] y f{x) se reduce i I. 

71. En vlrínd de este teorema, dada una ecuación que tenga 
raices iguale-s, stí puede descomponer en las ecuaciones siguien- 
ies: una que conlenga todas las raices simples ú que entran una 
sola vez en la ecuación propuesla , olra que contenga una sola 
vez todas Las raices dupla» ú que en la propuesta entran dos ye- 
ces, otra que contenga una sola vez todas las raices ínjJÍas ú que 
■en la propuesta entran tres veces ^ etc. 

Supongamos que la ecuación sea 
f{x) ^{x-^ a,) {x> — 6i) ..,.{x ^ ar)\x - 6,)*,.. 
P ix~~ a,)\x — b,)\..,{x - a,)\x - b,f.,. = 0: 

admitimos que no hay en la ecuación ralees que estén repetidas 
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mas que cuatro veces: hagamos 

(a:-«3){a:-6J...=X„ 
(x— aj (a;— 6J ... = X*, 
y tendremos 

Pífts proponemos, conociendo el polinomio f{x), hallar los po- 
linomios A'i,'A"t, Xs, X^. 

Para esto, hallo el máximo común divisor de [{¡e) y f{x)^ el 
cual será, según el teorema (70) , 

^^n^l [2].' , 

y por consigniente este producto será un polinomio conocido. 

Hallo el máximo común divisor de la función [2] y de su de- 
rivada ; este m. c. d. será 

X^X\ [3], 

qae será un polinomio conocido. 

Hallo el m. c. d. de esta función [3] y de su derivada , y 
tendré' 

X, [4], 

polinomio conocido. 

Queda, pues, hallado el polinomio X^, producto de las pri- 
meras potencias de los factores que entran en f{x) cuatro veces. 

Para hallar los polinomios Xi, X,, Xs, divido cada uno de los 
polinomios conocidos [1] , [2] , [3] y [4] por el siguiente , y ten- 
dré Ios-cocientes - 

Xi X, Xj x^, 

^*, 

qoe también serán polinomios conocidos. 

Divido cada una de estas espresiones por la siguiente, y los 
cocientes que resultan, serán 

y asi quedan conocidos los polinomios X^, X,. X,. 
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Igualando i cero estos polinomios X,, J¥g, A,, A^, las ecua- 
ciones 

A, -O, 

X, = o, 

serán las ecuaciones pedidas: la primera contiene todas las íbices 
simples de la ecuación propuesta, la segunda contiene una sola 
vez todas las raices duplas de la ecuación propuesta, la tercera 
contiene una sola vez todas las raices triplas de la ecuación pro- 
puesta, la cuarta contiene una sola vez todas las raices cuadruplas 
de la ecuación propuesta. 

Si alguna de las funciones X^, X^^ X^,... resulta igual á t, la 
ecuación propuesta no tendrá raices del orden indicado por dicha 
función. Asi, si resulta X^ =: 1, la ecuación propuesta no teodri 
ninguna raíz tripla. 

Ai contrario, supongamos que en una ecuación que tiene m- 
ces ¡guales, sean cuadruplas las raices mas repelidas: si dicha 
ecuación no tiene raices de un orden de multiplicidad inferior, 
como por ejemplo raices triplas, resultará necesariamente A«=1; 
pues el primer miembro de la ecuación tiene en tal caso la forma 
X^* X^^ X^; y pues, según el método que se acaba de esplicar, re- 
presentamos dicho primer miembro por X^* X," X^* X^, se infiere 
que resultará Xy^= \. 

Si ninguna de las ecuaciones X, :^ O, A', = O,... pasa del se- 
gundo grado, podremos resolverlas inmediatamente, y hallar to- 
das las raices de la ecuación propuesta. 
Ejemplo. Sea la ecuación 
a;' — Síc" + 53;'' + 18a;* — 24ai^ — I2í;'+28a;— 8 = 0. 

Aunque el método de las raices iguales puede aplicarse á tocia 
ecuación que tenga ó no raices conmensurables, es preferible prin- 
cipiar por despojar á la ecuación de todas las raices conmensura- 
bles que tenga, iguales ó desiguales. Aplicando, pues; á esta 
ecuación el método de las raices conmensurables, hallaremos que 
la única raiz conmensurable que tiene es 2: partiendo su primer 
miembro por x — 2, resulta la ecuación 

x' — Sa;" — 3s*+ 12j!'— 12¡B-f í = 0, ' 
El m. d. c. del primer miembro de esta ecuación y de su de- 
rivada es 

a;* — 2 = (a: -I- \/l,)(x — v^¥). 
Observemos ahora que el m. c. d. del primer miembro de 
una ecuación y de su derivada contiene los factores duplos ele- 
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vados á la primera potencia, los triplos elevados á la segunda, 

etc. (70); luego los dos factores a: + V/S ya; — \/2 delm. c.d, 
eatran dos veces en la ecuación propuesta. De modo que su 
primer taieaibro será 

A"; AV = ¡c* — 5a;' — 5x* -f- 12j;' — f 2x + 4; 
y por consifínienle A, = x^ — 2. 

Pava liallar ahora X^, parto la primera espresion por la se- 
gunda, y Leiidrú 

X, ^j = ** — 3i' — a' + 6a: — 2, 

VoWiendo S partir, será 

A', = a^ — 3j; + 1 , 

Igualando á cero las funciones X^ y Xi, tendré las ecuaciones, 
en que && descompone la propuesta, 

ffl* — 5.7; + 4 ;^ O, 
a;» — 2 =s 0. 

Como estas ecuaciones son de segundo grado, pueden resolverse 
inmcdiaUímenie. 
La primera nos da 

j la segunda _ 

luego las raices y son raices desiguales de la 

ecuación propuesta; las raices v9 y — y 2 son raices duplas de 
la misma ecuación. 

72. El m¿tüdo de las raices iguales que acabamos do espli 
car, es sumamente penoso ; y por lo mismo se debe evitar dicli 
método en lo posible. 

En primer Sugsr, este méEodo no deberá aplicarse, sino i 
ecuaciones que no tengan ninguna raia conmensurable; y en tal 
caso puede evitarse dicho mt^todo en las ecuaciones d 
tea conmensurables que no pasen del quinto grado. 

Demostremos, para hacer ver esto, el tef- 
^. 73. Sí cji vna ecuación de coeficienlesc 
raiz ct repelida! «lí cierto numero de vece 
repetidas nuis o menos veces, dicha raiz 
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Por ejemplo^ &i k ecuación es 

C* — £t)(,T — b)\j: — f)*(j: — d)' — O, 

en que la raiz a enlra una vez, entrando las otras raíces dos veces 
y tres veces, la raiz a s<;rá conmensurable. Igualmente la caizií, 
que entra sola tres veces, es coumensurable. 

No se pueje decir lo mismo de las raices by c, porque no Ci 
una sola la que entra dos veces. 

Para demostrar este teorema, se observará que la ecuación 
Xji= O conti^íne todas las raltes que entran una vez en la ecua- 
ción propuesln ; que la ecuación ,Vj = O contiene una vez las 
raices que entran dos veces en la ecuación propuesta; que la ecua- 
ción -Vs^ O contiene una ve?, las. raicea que entran tres veces en 
la ecuación propuesta; y asi sucesivamente. Supongamos, para 
fijarlas ideas, que la raiz a entre tres veces en [a ecuación, y las 
demás entren mas ó menos veces: la ecuación X^^^O, que nos 
da las raices que entran tres veces en la ecuación, será de primer 
grado, puesto que solo tiene una raiz a; y como es evidente que 
por el cálculo, para hallar A"^, no se introduce ningún coeficícute 
irracional, se InQere qne lá ecuación de primer grado A'3=:0 
tiene sus términos racionalesj y por tanto el valor de la incógnita 
deducido de dicha ecuación es conmensurable. 

ConoiABios. 
í.° Una ecuadmi de tercer grado de coefcienles ton-inensura- 
hles, que no tiene ninguna raiz conmensurable, jio puede tener rai- 
ces iguales; pues si tuvl&se raíces iguales, su primer miembro 
tendría la forma 

(x-aY, 
ú (x — a)\x~b)i 

y en ambos casos, según el teorema, sus raices serian conmensn- 
rablesf contra lo supuesto. 

9." Una ec-uacion de cuarto ^radode coepciente» conménstífü- 
bies, que nn tiene ninguna miz conmensuraUe, nopacdelujterpor 
raices iguales sino dos raices duplas; pues so primer miembro.» 
la ecuación tiene raicas iguales, tendrá una de las formas 

I (37— a)'(j; — íi)(flT — c), M 

I (j- — a)\si ^ b)': ^ 

en ios tres primeros casos su raiz 6 raices serían conmensurables, 
según el teorema; luego, cuando una ecuación de cuarto grado 
de coeücientes conmensurables , que no tiene ninguna raiz coa- 



mensurable, tenga raices iguales, su primer miembro Ifíodrú qc- 
cesariamente la forma 

(a- — aj^jr — b)'; 

es decir, que el primer miembro será un cuadrado perfecto, ú 
que lu ecuación lündrá dos raices duplas. 

Duda , pues, una ecuación de cuarto grado; cuyas raices sean 
inconmerisurables ó imaginarias, se estraerá la raiz, cuadrada de 
sn primer miembro; si no h llene exacta, dicha ecuación no 
tendrá raices ¡guales; si la tiene exacta, su raíz cuadrada iguala- 
da á cero nos dará dos raíces, cada una de hs cual&s entrará dos 
veces en la ecuación, 

o." Umj Écuachn de quinto grado de coeficimtes conmensti- 
rablesy que no lieiie ninguna raiz conmensurable, no puedelener 
raices iguales. 

En efecto, admilamoa qoe la ecuación de quinto grado tenga 
raices iguales; su primer miembro tendrá una de estas Tormas: 

Cíc-fl)*(d;-W. 

(íP-fl)V-6)', 

(x — a^iíE — b)(x — c) , 

(ar — a)'Caj — fo)>— c), 

lx^a)*lx^b) {af— c)(jT^ d): 

en lodos estos casos existiría , según el teorema, por lo menos 
una rai? conmensurable ; contra Lo supuesto, 

.^ Artículo 2." 

'h ' Regia de los signos de Descartes. 



74. Siempre que dos términos cousccuIítüs de un polinomio 
tengan diferente signo, se dice que hay una variación; y s\ di- 
chos dos términos tienen un mismo signo, $e dice que hay una 
pernumericia. 

73. £11 ttííifl ecuación completa ó incompleía f(x) ^ O el nú- 
mero de raices positivas (a) no puede ser mayor que el número de 
variaciones. 

Sea un poliaomio completo ó incompleto 

ordenado con respecto á jt» siendo todos los esD' 
teros y posilivos; el último esponente m- 



(fl) CuanJo digamos que una raíz es positiva 
e& roal [xtaiciva ó real ne^jativa. 
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Los puntos represealan un número ¡nüelinido ile términos dol 
mismo signo que elqne eslá escrito á su izquierda; es decir, quo 
desde el primÉr término .4,,;!;'" hasta íl lérraioo —J„3í'"""" todos loi 
íórminos UeceD el signo +, desde el término — jI^íe"'^" hasta et 
+ i s"'^^ todos tienen el signo — , etc. Para fijar las ideas, to- 
mamos un polinomio que tiene Ires variaciones. 

Representamos cada coeilciente por la letra .4 con un índice 
igual ai sastraendo del esponenie de s, ¿ lo que es lo mismo, coa 
un Índice igual al número de términos precedentes; de modo que 
el lérmino inmediato anteriora! — /I^^j:'""" es -|- A^_^x"^~'"~*\d 

término inmediato anterior al -|- A V""^ ea — ^'^-_,Jí'™~''*^'\etc. 

Multipliquemos el polinomio propuesto por x ^a, siendo a 

un número positivo: 

,«"■ .... ^ A^x'"^\... -h ^píF'"-^... — i/"-^.... — A^x'^-'- 

x—a 



iy+\.._ A. 



■ ■'-aA, 



m-n+i 



■■+ 



Á 



■+aA. 



I— 1 



IH— nj-l 



--*. 



^0^^+'...^ A^ X 



-aA. 



■ ■■+aA 



r— 1 



Observemos en primer lagar que los punios de la primera li- 
nea de este producto son términos del mismo signo (|uc el del 
término inmediato de la izquierda ^ y los puntos de la segunda 
línea son términos del mismo sij^no que el del término inmediaiu 
de la derecha. 

Ahora, en el multiplicando hay una sola variación desde eI 
término i^cc'" hasta el término — ^^^ít™"", otra desde este hasta el 
término -\- A ^x"'"'' y y otra desde este hasta el— ^ a;™"'' ó hasta el 
ultimo— ^,af'"-^ 

En el producto tenemos por lo menos una variación desdé el 
primer término A^x^^^ "basta — A^ a¡"'~""'"'inclas¡ve, otra por 



— fl^ 



lo meaos desde este hasta el término -}- A^ 



+ ciA^^^ 



^T^-p + í 



s'"^ + ', y Otra 



por lo menos desde este hasta el término — A \x"'~^+*. 

g-l I 

Tenemos, pues, en e! producto tantas variaciones, por lo me- 
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[¿rmino — a 



s™ -9+1^ como variaciones hay 



en el 
— A. 



— aJg_, 

moltiplicantio. Pero en ei proJuclo desdo el tSrmino 
j^piii-s+i hasta el término + nl^jr""*'' hay por lo menos 



— aÁq-t I 

nna variación; luego queda demostrado que si im polinomio [(j) 
completo ó incompielo se mullipliea par un binomio x — a, sien- 
do a un número posilivo, et prodiiclo tiene por lo menos tma 
variación mas que dicho polinomio. 

Hemos supuesto que el polinoralo propuesto no tiene mas. que 
íres variaciones; pero es elaro que la misma demostración com- 
prende á los polinomios que tengan cinco, siete, etc. variaciones; 
y también se demostrará del mismo modo el teofema, aun cuan- 
do el número de variaciones del polinomio propuesto sea par. 

Habiendo demostrado este lema t se demostrará fácilmeníe el 
teorema propuesto. Dividamos el primer miembro tie la ecuación 
f{¡p)^= O por el producto (x^tí){x — ¿}(r— c) de los facto- 
res binomios correspondientes á las raices reales positivas, y re- 
sultará un cociente 1,(^9, que igualado á cero, contendrá las rai- 
ces reales negativas y las imaginariag déla ecuación propuesta. 

Tendremos la. igualdad , 

f(x}=í\(x){w — a)ix — b){x — c) 

El producto /((a^JííP — a) tendrá, según el lema demostrado, 
por lo menos una variación , aun cuando /"/.r] no tenga nin- 
guna, el producto fi{x)(x — o) {x — ^6) tendrá por lo menos dos 
■variaciones, el proJucto f¿x) [x—a) [x~h) (s — c) tendrá |)or lo 
menos tres variaciones, etc.; luego el polinomio [{x) tendrá por 
lo menostantas variaciones como raices positivas tenga la ecuación 
f{x)^^0; Ó lo que es igual , el número de raices reates positivas de 
la ecuación f(x):==.0 no puede ser mayor que el [Winiero de va- 
riaciones de su primer miembro; qua es c! enunciado del Icorema. 
La regla de los signos tiene tres partes: la primera y princi- 
pal es el leoremí que acabamos de demostrar; y la segunda es el 
siguiente 

CoROLAmo. Et numero de raices reales neyaüvas de mm 
ecuación í(\)=0 no puede ser fMJjor que d número de varia- 
aioneg de la ecuación transformada ii — x)^^0. 

En efecto, las dos ecuaciones l{r) ^ O y f( — x)=iti tienen sus 
raices respectivamente ijjuales y de signo contrario; el número de 
raicea reales positivas de la ecuación /( — a;)— O no puede sor 

1 



I 



f tai 



mayor que el número de variaciones, segoD eJ leorema; luego el 
número de raices roales negativas de la ecuación propuesta /(jn)=tí 
uo puede ser mayor que el numero de 'variídoncs de la iranj- 
formada /'( — r) e= 0. 

76 Antes de entrar en la tercera parle iltt la regla de los sig- 
nos, conTionc domoslrarc) tcfírcuia s¡giii<-nle. 

lai número de x>iiriaci(}ncs defina eruachu y de su íratM- 
formüdít en — x no es mayor que el (¡rado de la ecuación, 
■ Sean P.i^ y Qj.'^-'' dus lírminos consecutivos cualesquiera de 
la ecuación completa ó inrompíela. 

Tenemos que considerar dos casos: I." ly aúmero par»2.'g 
nítraero impar. 

1." Si í es par, los dos, esponcntes p y p — q serán amlioi 
pares si p es par, y ambos impares si p os impar. Si los dos es- 
pooentes son pares, estos lerniioos tendrán en la Ira ns formad a 
en — .r los mismos signos qoc en la ecuacioii propuesta; luego, 
si en esta presentan uoa variación, en la tratisrorruada presenta- 
rán oira; y por tanto darán dos variaciones en las dos ecuacio- 
nes. Si los dos espolíenles son impares, dichos (érminoa lendráü 
en ta (ransformada contrarios signos de los que lieneo en la ecua- 
ción propuesta; luego, si fornianí una variación en la propuesta, 
formarán también una variación en la transformada, y por lanío 
en ambas ecuaciones dan'ni dos variaciones. Si los dos términos 
no forman variación en la ecuación propuesta, tampoco la for- 
marán en la transformada. Tenemos, pues, cjue st q es par, los 
dos términos consecutivos Pa^y Qx^'~'' darán, á lo mas, en las dos 
ecuaciones dos variadones, Dúmero que no es mayor quc,g, puesto 
que r¡ es par. 

2." Si q es impar, los esponentes p y p -— q serán par í im- 
par, ó impar y par; luego uno de los términos Px'' y Qj^^^ 
(aquel que tenga espoGente par) conservará su signo en la trans- 
formada, y el otro mudarS de signo; luego, &\ en la propuesta 
daban una ■variación dichos dos t¿'rminos, en ta transformada 
darán una permanencia; y si en la propuesta daban una permanen- 
cia, en la transformada darán una variaccon. Tenemos, pues, qae 
si q es impar, á ío mas darán los dos tórminos consecutivos Psf 
y Qj:^^'' una variación en las dos ecuaciones, cantidad que no es 
mayor queq. 

En conclusión, el número de variaciones que dan dos térmi- 
nos consecutivos de las dos ecuaciones /■(x)t^O y f{ — x)=0 no 
es mayor que la diferencia de los esponenles de dicljos dos tér- 
minos. 

Esto supuesto, representemos la ecuación completa ó incom-j 



pIcLa por ^^^^ ^^ 

suponemos^ para lijar las ideas, que la ecuación propuesta tiene 
cinco términos. 

Soun u, lí', v" , v'" las variaciones que producen en las dos 
ecuaciones, pfopuesiay irünsformada en — x, los términos 1.* y 
2.", 2." y 5.", 3." y 4.% 4." y S.": LcnOremos 

ü 5> ÍJl ^ — {íft — t) ó TJ ^ b {3i]j 

u" :f> d — c, 

luego 

ó u + tj' + i;" + v'" > e, 

y como c '^^m, se inrieie que 

V -^v' -{- v" -f- u'" > m , 
conforme h [a conclusión del teorema. 

77. 5Í eí nt'mi«-o de vai-Íac.Í07ics v y y' de una ecuación y de 
su transformada en — x es ■menor qnii el grmío m , (a ecuación 
tendrá por lo lamosui — (v -i- v') rakcs imaginarias. 

Eq efeclo, el número total de raices reales no es mayor 
que u + ii' ; y por tanto la ecuación tendrá por l«J menos jh — 
{v -j- v') raices imaginarias. 

Por medio de esta proposición se determinará, á veces, el 
numero de raices reales de la ecuaclün. 

Asi la ecuación 

¡E* — Su* + j: -I- 2 = O 
tiene dos variaciones. La transformada en — a: es 

— a;" — 3a;' — j; + 2 = a 
ó , ¡r* + Sj" + 3.> — 2 = O, 

que no tiene mas que una variación; luego la ecuación propuesta 
tiene á lo mas tres raices reales; luego por lo menos tiene dos 
raices imaginarias. 
Sea la ecuación 

a* + :i — 1 = e. 
Esla ecuación no tiene mas que ana Tariacion, la transforma- 
da en — X, que es 

a* — ;£ — 1 = O , 

(a) El si|{iio ^ ügniiica no es mayor yuc. H 



tampoco tiene mas que una yariacion; luego la ecuación pro- 
puesta tiene á lo mfis dos raices reales; luego tiene por lo menos 
dos raices imagioarios. 

Aliora bien» sabemos (52) que la ecuación propaosta tiene por 
lo menos dos raices reales, una positiva y otra negativa; luego 
esta ecuación tiene dos raices reales y dos imaginarias. 
Sea la ecuación binomia 

x"* — 1 -= O , 
en que m es par: esta ecuación da una variación, sa transforma- 
da en — Xy que es 

x'" — i— O, 
da otra Tariacion; luego el número de raií^es imaginarias de esta 
ecuación es por lo menos m — 2. Mas sabemos que Ja ecuación 

a'" — 1 ^0, 
en que m es par, tiene por lo menos dos raices reales ; luego 
e&ta ecuación tiene dos raices reales y lu — 2 imaginarias. 
Si tíi fuese impar, la transformada en — x seria 

x"* + 1 ^ O, 
que no da ninguna variación ; luego la ecuación 

a^-^ _ i = O, 
en qoe m es impar, tiene una raiz real y m — 1 imaginarias. 
Sea la ecuación 

^."•+1 = 0, 
en que wi es par : su transformada en — íp es 

í»" 4- 1 ^ 0. 

Conao no resulta ninguna variación en las dos ecuaciones, 
las jtt raicea de la ecuación son imaginarias. 

Si m fuese impar, la transformada en — ar seria 

a:"' — í = 0. 
La primera ecuación no da ninguna variación, y por tanto la ecua- 
ción no tiene ninguna raiz positiva. La iransforniada da una va- 
riación, y por Lanío el niimero Je raices imaginarias es por lo me- 
nos m — 1. Como la ecuación propuesta tiene por lo menos una 
raiz negativa (51), se iniiere que las oirás m — 1 son imagina- 
rias (b). 

teucem parte ue la. regla. nE los SIO'OS. 

78. Si UHct ecuación completa á i>xompleta tiene lodas sus 
raices reales, eí numero de raices positivas es igwU aí número de 



_ (a) _ Todo lo que acabamos de iiallar af>er^,i de las raicea de las eciiacíons 
Linüiriias, puede oljteiicrae íácilmenEe, sin necesidad, de la regla de hja signos. 
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variaciones, y el número de raices negativas es igital al numero 
de variaciones de la transformada en — s. 

En efecto^ sea P el número de sus raices positivas, TV el de sos 
raiceS' negalivas, m el gradü tle la er^uacíoa , v el número de varia- 
ciones de !a ecuación propuesta, u' el de su iransformada en — a;; 
tendremos 

p -^ ^ = m. 

Sabemos ademas que v -\- v' no es mayor que m (78): tam- 
poco ü -r i>' es en el caso actual menor que in, pues si asi fuera, 
la ecuación tendría raices imaginarias (77), contra lo supuesto; 
luego 

V -\- v' ^ m. 
Por consiguienle 

Sabemos que P no es mayor que ti {7S] : tampoco en el ca- 
so actual puede ser P menor que v ; pues si asi fuestí, tendríamos 
como consecuencia N> v,]o que no puede ser (75, CoroL): [ue- 
go /* = u, y por consignieiite jV^^ v' , conforme al teorema, 

79. Las parles 2/ y 5." de la re^da de los signos de D¿scartes 
pueden espresarse del modo siguiente: 

SeGüKDA PAHTE de la ÍIEGLA DE, L0í5 E.1GK0S. 

Eh loda ecuación cojiplkt.v el núutcro de raices reales negati- 
vas no es maijüi- (¡ae el número de permmtatcias. 

En efecto, Jada una ecuación completa f{x) ^^ O, para liallar 
su transíormaJa en — x, no Uaymasqüc mudar los signos á los 
términos que ocupan lugar par (38); luego si dos signos con- 
secutivos cualesquiera forman en la ecuación propuesta una varia- 
ción ó una permanencia, formarán en la li'ansíormnda respecti- 
vamente una permanencia 6 una variación; luego las variaciones 
de la ecuación se muilan en permanencias, y las permanencias se 
mudan en variaciones; es decir que el número de permanencias 
de la ecuación completa ((x) ^=: O y el de variaciones de la trans- 
formada j{-— j:) ^ O es el mismo. 

Ahora bien, lüs ecuaciones propuesta y transformada tienen 
sus raices respectiíametile i^ruales y de sfñno contrarío ; y como el 
número de raices positivas de la ecuación transformada no puede 
ser mayor que el número de sus variaciones, ?c infiere que el nú- 
mero de relies reales negativas de la ecuación propuesta no puede 
ser mayor que el numero de sus permanencias. 

TEUCEnA P.VHTE DE LA REGLA Dr. LOS SIGNOS. 

80. En loda ecuadon completa, cuyas raices sean i 
el número de raices posiiivas es igual al número de 
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el número de raicea negativas es igual ai númerú de permanen- 
cias (a). 

En efecto , si una ecuación del graJo m es completa» Ja suma 
del numero de variacioaes y Jel mimero de permanencias es- 
igual al grado m de la ecuación; pues el signo del segundo tér- 
mino da una \ariacion ú una |nírn;aiiontia, el del tercer lérmi- 
no da igualmente una varJií-cíorb ú nna permanencia, etc.; es 
decir, qiie la suma de variaciones y permacencias es igual al nú- 
mero de signos conlailos deáde el secundo. Mas, siendo la ecua- 
ción completa , el número de sus términos es «i + ' ! luego U 
suma do las voriacionc^s y permanencias es w. 

Esto supues.to, sea P el número de sus raices positivas , N el 
de sus negativas , v el numero de variaciones, p el de permanen- 
cias: tendremos 



P + N—m, 
V -^ p ^z m; 

luego P -\- N ^ V -\- p. 



i 



Si fuese P <v, resultarla A'^> p; !o que es imposible (79). IVo pu- 
diendo ser P <v, como tampoco puede ser /* > ü (75), se infiere 
que P ^ V ,y por consiguiente .'V =^ p. 

JVoTA. líasta liace pocos años se enunciaba la regla de los 
signos de Descartes asi: 

En toda ecuación el número de raices reales positivas no es 
mayor que el número de vüriacio7ies, el núviero de ratees reates 
negativas nú es mayor que el numero de sus permanencias ; y si 
la ecuación tiene todas sus raices rcate-n, el numero de raices po- 
Btlivas es igual al nvuiero de variaciones , y el numero de sm 
raices negativas es igual al número de sus permanencias; pero 
las partes segunda y tercera de este enunciado son inexactas, si 
no 5£ añade que la ecuación sea completa, condición q^ue no 
exige la primera parte. 

La ecuación :r^. — 7 j; -\- S^O, cuyas raices son i , 2 y — S, 
prueba la inexactitud de diclio enunciado. 

Esta ecuación no tiene ninguna permanencia , y sin embargo 
tiene la raiz negaliva — 5: la misma ecuación tiene dos raices 
positivas 1 y 2, y la negativa — 5, aunque según la tercera parte 
del enunciado no podria tener ma* que dos raices reales. 



(o) Este leotema K un cotoIstío iIcI (78), puescl tiiímero ilc permarisn' 
eias de una i.'&ua<;l<jii completa es igual ni da variacionee Aq ia Irajisformiíds. 



ih 
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AnTÍciüLO i.° 
Teorema d« Sturm, 



81. Lema 1." Si a es raíz de una eetigdon f(x) ^ O que 
no tiene raices iguales, f(a — li) y f'(a — h) tienen difermiesig- 
no^ y r(a 4- h) tj f'(a -¡- h) tienen el Tnismo «igno; siendo b Míicí 
ca?ilidad positiva tan pequeña como se quiera. 

En efeclo, no t&niendo la ecuación f{x) ;:^ O raines ignaleg, 
f{a) no puede ser cero, pnes si lo fuese, seria f'{x) divisible por 
X — a, y como por suposición también f{x) bs divisible por 
s — a, fir) y f{x) lendriaa un divisor oomun, función de x; es 
decir que la ecuación propuesta tendría raices iguales, contra 
la liípótesi. 

Esto supuesto: W^ el teorema Taylor nos da, teniendo en 
cuenta que /(a) ^ O, 

f{a - A) =h {- fia) + A f^a) - ™ r'(«) + ) 

sieudo la cantidad positiva /csuricíeolemente pequeña, la cantidad 
interior al paréntesis, tendrá el signo Je su primer tírmioo; luego 
el producto, ó su igual f(a — h), tendrá signo contrario de f'(a). 
También, siendo, como lo es, f'{r) «na función de x cuyas 
derÍTadas son /"'(a;), l"'{x), etc. , el teorema de Taylor nos da 

laego, siendo A snfícienlemeoíe pequeña, f'(a — h) tiene el mismo 
signo que /'(")• 

Luego queda demostrado que /"(a — h) y /'(a —/*) tienen signo 
contrario. 

2" Desarrollando fia -\- h) j f'{a + h) ae verá del mismo 
modo, que osías cantidades tienen el mismo sig^o que/'ía), siendo 
h suficientemente pequeña, y qac por tanto tienen las dos el 
mismo signo. 

Lema 2." Si f(x} — O osuna ecuación que no tiene raices 
igiude-í, y ¡meemos eon f(í) y con su derivada f'(x) las ■misma» 
operaciones que para hallar su m. c. d., con la difcrp^ ' ' "ííí- 
daf el signo de cada residuo antes de íoniadc por 
división siguiente^ se llegará á un residuo indep^ 
diferente de 0. 



H 



indiquemos estas divisiones, llamando 4 los residuos Euce&ivos 
— Al , — ■ Aj , A 3 , . . . . 





X, 


<^\ 



Xn I X, 






■'i 

X 



A-, 



Observemos que el grado de cada residuo va disminuyendo 
sacesivaraenle por lo menos en nna unidad; luc^^o al cabo de un 
cierto numero de ilivisionos, llegaremos á un residuo (que para 
fijar las ideas, supon<lrcmos sea — X.) independiente de rr, e! 
cua! no podrá ser 0: pues si — X,, fuese O, la función de .x X^ 
seria el m. c. d, de f(x) y f'(r). Porque al hallar el -m. c, d. de 
dos polinomios, podemos, ú queremos, cambiar el signo de cual- 
quiera de los polinomios que intervienen en esta operación; pnes 
claro es que un divisor de dos cantidades es el mismo, aunque 
cualquiera de ellas camhic de signo, ó aunque tas dos cambien (\e 
signo. Lueoo si la función Xt de x fuera divisor de í{;r) y i'{x), 
sacai'iomos en consecuencia que la ecuación propuesta /'(-i) ^^0 
tendría raices iguales, contra la hipótesi. 

Queda pnes demostrado que el último residuo — X. esun número. 

Esto supuesto, el teorema de Sturm es el siguiente; 

Sean cl y ñ dos números cuíitt'.squiera, que no sean raices de 
«nfl ecuacimi í(s)^0,ciír/as raices xean todas desiguales, y sea a 
et menor de los dos: sustituyanse estos números en vez de xentm 
funciones 

r(x). r(x), X,, x„ X,, x„ x, [s], 

Et núm&ro <ic raices reales de la ecuación f(s)^ O, comprendidas 
entre a y 6, es igital ai número de variaciones (¡ue dan esfas fun- 
dones smliuiijeiulo el meuor numero a, menos el numero de 
varificiones (¡un dan las mismas sustituyendo el mayor B. 

Para demostrar este teorema, principiaremos por observar 
que, mientras la variable x, creciendo por grados insensibles 
desde a. no llegue á tener un valor que anule á una 6 á varias de 
las funciones [s], los signos de estas no sufrirán alteracioQ alguna; 
es decir, tendían los mismos signos que tienen sustituyendo a. en 
vez de x; pues, para que alguna de dichas íiinciones cambie de 
signo, es menester que pase por cero (49). * 

Luego, para que el número de variaciones de las funciones [s] 
safra alleraeion , es menester que x llegue h t-ener un valor que 
anule una ó mas de dichns funciones. 

Primer caso. Supongamos que x, creciendo desde ct haya 
¡llegado á un valor a que anule una ó varias de las funciones ¡d- 
"^ermedias ^(a), Xj, A',, Xj, X^, sin anular ft f(x) (como J* es nn 
número, no puede anularse). 
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Sea por ejemplo X^ una de las funciones intermedias que se 
anula por el valora dado á x. De las divisiones del lema 2," re- 
sultan las igualdades siguientes: 



r{x) = 



Aj . Cj — Xa , 



L 



La ¡(fualdad tercera demuestra que, si sr anula X. por el ta- 
lor n dado ;í la variable r, la función aníerior X, y la siguiente 
X-, no podrán anularse por diclio valor a de la variable : pues sj 
alguna de estas dos funciones se analase, la otra se anularla tam- 
bién, y según la isualJad segunda se anularia /'(.í), y según la 
primera se auütaria /"(r); luego [(x) y f'{v) lendrian un divisor 
común función de ¿s, y por tanto la ecuación propuesta f{x) =^ O 
tendría raices iguales, contra lo supuoslo, 

No anulándose ninguna de las funciones X, y X^ por dicho va- 
Inr a de .c ; süslituycndo este valor en vez de os en la igualdad ter- 
cera , se ve que los valores que eDlonces tienen estas dos funcio- 
nes, son de signo contrario. 

Sean a — U y a -\- h dos valores que sustituimos en vez de x 
en las tres funciones X,, Xs, X,, siendo la cantidad positiva h 
bastante pequeña para que ninguna de las dos funciones X, y X, 
■se anule por estos valores dados á^: dichas tres funciones forma- 
rán desde x =z a — h hasta J^ ^= a + h una sola variación; pues 
Hiti dando de signo en este intervalo X= , y conservándolo X, y 
X, , los signos de dichas (res funciones, cuando x -^^ a ^ h, for- 
marán uca de estas cuatro eombinaciones: 

+ +-, 

+! 

y cuando x = a -\- k, formarán i _| , 

las combinaciones respectivas \ . ' 

\ — + +; 

donde vemos qne siempre resulta una variación. 

Cuando x^^a, resultan las combinaciones de signos: 
+ 0-,-0+, 
ea decir, que cualquiera que sea el signo que se le suponga á 0. 



x^n — ií-'. 



resulta una variacioQ;y bmbi(?n resulta una variacioD, si se pres- 
cinde del resultado 0. 

Tenemos, pues, que el número de variaciones de las funcio- 
nes [s] es el mismo inmeJiatíimenLe antes é tniredialaiiiente des- 
pués de la anulación de una de dichas funciones. 

Si X, continuando en su crccin:iterilo, llega á tener un nuevo 
valor que anule á una de las funciones intermedias, sin anular i 
flx), el razonamiento anterior prueba que el número de variacio- 
nes será siempre el mismo. 

Segundo caso. Supongamos que creciendo .r por grados insen- 
sibles desde a, haya llegado á un valor a, que anule i f[xi), (i lo 
que es igual» que sea raiz de la ecuación f(^r) =. 0. 

Seguo el lema primero f(a — h) y p{a — h) forman una va- 
riación, y /(o + li) y rí^í 4- ^0 forman una permanencia, 6 en 
otros términos f[x) y /'(:r) forman una variación cuando x ^ 
a — /(, y forman una permanencia cuando ;c=^a-f-/i, siendo f{x) 
la que muda de signo. 

Luego las funciones [s] dan una variación menos para x = 
a -\- h qne para x ^ol, aun cnan'lo el valor n de d5 anule alguna 
de las funciones intermedias A\, .Yj, (a); pues hemos demos- 
trado en el primer caso que la anulación de una ó mas funciones 
intermedias no altera al número de variaciones. 

ContinuanLlo x en su crecimiento, podrán anularse nuevamen- 
te alguna ó algunas de las funciones intermedias [s], antes de vol- 
ver á anularse ({x); pero queda demostrado que esto no altera 
al numero de variaciones que existen en las funciones [s] cuando 
X = a -{- li. Mas se ha de observar con cuidado que, antes de 
llegar x á Eencr otro valor b que anule á fl-r)^ se dispondrán los 
signos do ((/) y f{x) de modo que formen un?, variación, según se 
ha demo5trado|enelIema I,", lo que exige que/*(x) mude designo; y 
sin que por esto se altere el número de las variaciones qne existen 
en las funciones [s] , cuando x tiene el valor a + /¿, por ser/^(a;) 
una función intermedia; aunque si se alterará el orden en que estas 
variaciones están colocadas. Dando, pues, A a^ el valor b -f- h, la 
variación qne forman las dos funciones /{x] y £'[x) se mudará 
en permanencia, y por tanto en las funciones [s] existirán dos 
variaciones menos que cuando x^=ix. 

Del mismo modo se demuestra que, creciendo ¡c, y volviendo 
á pasar por otro valor c raíz de la ecuación f(x) ^ O , &e perderá 
otra variación; y asi sucesivamente. 



(a) Ya hemos üc-hn (l^ma I ,") que p(x) no a cero por ei valor o, raíz ds 
la ecuación f[ic]=^ q. 
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Queda pues domostrailo que la sustilueion del Búmero 6 da 
tantas variaciones de dichos que la suslilücion dea, cuantas sod 
las raices reales comprendidas cnlre a. y 6. 

OBSERVAcioríEs. 1/ Eti las divisiones que hay que efectuar 

para hallarlas funciones X^, A',, se evitarán los coeficientes 

fraccionarios, mnltiplicando ó dividiendo los cEividendos y diviso- 
res por números positivos convenierkles. De esle raorto las funcio- 
nes /'(r), f{x),X^, X„ Xg, quedarán multiplicadas 6 partidas 

por números positivos, lo que uo alterará los signos que tendrán 
dichas funciones, cuando se den á j; valores particubres cuales- 
quiera. 

5.^ Si alguna de las funciones intermedias se anula por et 
valor OL de X ó por el valor C^ se ha visto que dicha función está 
comprendida entre otras dos que no se anulan y tienen entonces 
signos contrarios, y que las tres funciones forman ana sola va- 
riación, cualquiera que sea el signo que se suponga al valor O de 
la fuujion intermedia. En este caso, pues , se contarán las varia- 
ciones que forman bs funciones que no se anulan. 

83. Es fácil hallar el numero de raices reales positivas de una 
ecuación por medio ilel teorema de Sturm. 

La cuestión se reduce á hallar el número Je raices conípren- 
didas entre O y el limite superior L de las raices positivas de la 
, ecuación. Para esto, suslituirii en vez de j: estos dos valores en las 
funciones de Sturm, y el número de variaciones de menos que dé 
la sustitución de L que el que da la suslilucíoni de O, será el nú- 
mero de raices positivas de la ecnacion. 

Obsérvese que haciendo x ^ O en todas las funciones de 
Slnrin, losresoltados son los últimos términos, y haciendo .r:^L, 
limite superior de las raices positivas de la? ecuaciones que resuUan 
igualando á cero todas las funciones de Sturm, los resultados tienen 
los mismos signos que los primeros ti^rminos de dichas funcio- 
nes (48). Lucyo el número de raíces positivas de uva ecuación 
es igual al número de variaciones ik'. Ins üttimoa términos de lat 
■funcionen de Síunn^ vietíCf¡ el numero de variaciones de los prime- 
ros tt'rminos de dichas /'unciones. 

Para hallar el número de raices reales negativas de uua ecua- 
ción, se sustituirán en vez de ¡e en las. funciones de Sturm el lí- 
mite superior de las raices negativas de la ecuación, y O, y el nú- 
mero de variaciones de menos que dé la segunda sustitución, será 
el número de raices negativas de la ecuación. 

Observemos que si — L es el limite superior de las raices ne- 
gativas de las ecuaciones que resultan igualando á cero todas las 
funciones de Sturm, y F[x] ^=; O es una cualquiera de estas 
ecuaciones, sustituyendo en el polinomio Fix) en vez de x -/,, 

7 
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«1 rfsultado es F( — i). Mas¿ es el Umile superior de Jas raice* 

posilivas Ji3 lii cíinactoD F{ — .<■) :=0, pueslo ijiií tsla ecuacioa ti 
la transformada en — xtlc h ecuacioH F{x) ^ O, y /•■( — L) es el 
resultado do la soslilucion do L en lu^ar de x en el poliuomii) 
f(— *a?), resullndo cuyo siono es (48) e! del primer lérmiiio de 
■ í'(— T): lucjío loaresnltaJos dtí la sustitución de — i en lugar jt 
f* en las funciones de Sturm tienen los mismos signos que los pri- 
[pieros lí!irm¡nos de estas funciones, mudando en ellos .■?; en — x. 
Como los resultados de k sustitución de O son ios úíüraoí 
; términos de las funciones, se inGere (]ue el numero de raices nega- 
tivas de iinu ecuación es i^ual al númtrro de variad o neji deloi 
primeros términos de las funciones ^ miniando eti ellos x fn — s, 
metios el número de variacioiies de los últimos términos. 

Ejemplo. Hallar el número de raices reales positivas y nega- 
tivas do la cruacion ¡e* — S-t^ — x' H- X^x — G ^^ O. 
Tenemos 

f{x)= y— ^x^ — x*-\-\^x — Q, 
r'ix)^ 4a:'— 15a:' — 3í +1ÍÍ, 
X, =83r*— 170ar -f 21, 
Xj = 73.r — 72 , 
X, ^= 5üld39. 
El número de variaciones de ¡os ültimos términos de estas 
funciones es 5, y el de sus primeros Líirminos es 0; luego el nu- 
mero de raices positivas de cstu ecuación es 3. 

Pata linlLir el número de raices negativas, mudo en los 
primeros i¿rrainos de las funciones a; en — ¿p, y tendré la suce- 
sión siguicnle de loa signos de los nuevos primeros termines 

+ - + --!-. 
que dan cuatro variaciones. El número de variaciones de losúlli 
raos términos de las füDciones es 3; luego la ecuación liene una 
'sola raiz real negativa. 

Vemos, que las cuatro raices de la ecnncion propuesta soil 
reales, y que se conrirma también la tercera parte de la regid 
^de los signos. 

Artículo 3." 
Inveha ijmion de las raices i'nc!)'nmenstira&¡es(a). 



§ I. NociOTSEs pheumiisa-hes. 

83. Dividiendo el primer miembro de una ecnaeion porelj 
producto de loa factores binomios eorrespondienles á las raices 

fo) La teoría de fas raices igual-os, la rflsln ile los siirnoa de Dracartes y et 
tnrema de Sturm san teorías fireparstorias pitra i'iitrar en U invesiigacigii dt 



U^rema de íSturm san teorías firep 
jy nricet inr-'yrüBi'nsünibles, 
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conai(^n5iii'ab1>es, el cociente igualado á enrosólo contendrá las 
raii^es inconmensurables ¿ ¡mapinacias de la ecuación propuesta. 
Si la ecuación quo rcíulLa ifiurilando rl codenle á cero, os do 
i." grado, se estraerá la raíz cuailrada del primer miembro, para 
ver si tiene raices iguales (75, Corol, 2.°]. Si dicha ecuación es 
de 3 " ó 5." ^ratio no tendrá raices i^'uales (75, Corols. ^.''y 3."); 
pero si pusa del ü," grado, se verá, con ol luismo objeto, si su 
primer miembro y su derivada tieciPn un divisor camun depen- 
diente de j ; y en caso que asi suceda , se desc-ompondrá h ecua- 
ción, según la teoría de las raices iguales, en otras mas sim- 
ples que no contengan ninguna raiz repetida. Por consiguien- 
te las ecuaciones que aun Lcnenaos que resolver, solo contendrán 
raices desiguales inconmensurables, 6 raices desiguales imagina- 
rias, ó unas y otras. 

8Í. La invesLigacionde las raices ioconraeosurables, que forma 
nuestro actual objeto, tiene dos partes distintas: la primera, lla- 
mada sfpararion de las raices, consiste en liallar para curia raiz 
inconmensurable dos números, orUrc los cuales esté ella sola 
comprendida; y la sesuda, llamada aproximación de lasTuiccs^ 
coüsisle en bailar el valor de cada raiz con la aproximación que 
se quiera. 

8o. Sabemos (37) que, mudando ;r en — x en la ecnaejon, 
las raices positivas de la transformada son respectivamente igua- 
les y de sigao contrario á la^ raices ntyativas de la propuesta; 
por lo tanto, para hallarlas raices [negativas de una ecuación, 
efüctuarcmos esla transformación, y hallando las raíces positivas 
déla transformada , y tomándolas negativamente, tendremos las 
raices negativas de la ecuacien propuesta. 

No tenemos, pues, que ocupainob mas que de. la investiga- 
ción de las raices positivas inconmensurables. 

g II. SErAHAGlON DE LAS RAICES INC0NMEN3UBABLES. 

86. Hállese el limite superior de tas raicea positivas de la 
ecuación, y sustituyanse en la ecuación en lugar de x loa tér- 
minos de la pro^resiüu aritmé^ticit 

O, í,2, 5,.., ¿, 
y si los refinltadoa presentan tantos cambios de- signo como va- 
riaciones tiene la ecuación, entre cada dos números consecutivos, 
que han dado resultados de signo contrario, existirá una sola raíz. 
Eq eíeclo, sabemos que entre dos números que dan resiil- 
tados do signo contrario, existe un número impar de raices 
(SO, IÍEC)ji.)\ luefio por lo menos existirá una tB.\.T. wA\í. ü\íx>v'í'í5 
dos números: mas, sfgan nuestra auposwA'^TV , vwVc^ ^ía wssevcvwü'í» 
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too 
lerís consecutÍTos , qoe hayan Jado resultados do signo con- 
trario, 00 podrán exislir tres, cinco, fitc. raices; porque, si asi 
faera , el Tiilmcro de raices reales positivas serla mayor que el 
número de variaciones, lo que es contrario á la regla de los 
signos de Desearles. Luego en este caso la separación de las rai- 
ces reales positivas esíii efectuada. 

Ejempios. i." Sea la ecuaeion .t* — bai' — x* + -iS-i: — 6 ^0. 
Esta ecuación no tiene ninguna raiz cotiraensurable. Estra- 
jendo la raiz cuadrada de su primer miembro , no la tiene exacta, 
y por tanto tampoco tiene raices iguales (73, Corol. 2.*). 
El límite superior de las raices positivas es 6. 
Haciendo x^O, el resultado tiene el sigDO — , 
x=\, ' +. 

x==2, -, 

x = Z, — , 

x = i, -. 

í — 5, +. 

Resoltan tres cambios de si;gno; luego la ecuación tienta por 
lo menos tres raices positivas: y no puede tener mayor número 
de raices positivas, según la regla de los signos de Descartes, 
porque 9U primer miembro no tiene mas que tres variaciones, 
luego entre O y t hay una sola raiz, una sola entre 1 y S, y una 
sola entre 4 y S. La cuarta raiz es negativa (56 ú 80), y se halla 
comprendida entre — i y — 2. 

2.* Sea la ecuación x" — 4,i;' — 3a; -}- ^-^ =^ O l^s no tiene 
ninguna raiz conmensurable ni raices iguales. El límite superior 
de las raices positivas es S. 

Haciendo ¡e = O, el resultado tiene el signo -f', 



« — 3, ^ 
a; ^^ 4, 

Vemos que resultan dos cambios de signo, 

sultados de las sustituciones de los números S 

los resultados do las sustituciones de los números 3 y 4. Como la 

ecuación no tiene mas que dos variacion&s, la separación de las 

raices reales positivas está hecha ; una raiz se halla entre 2 y 3. 

.y la otra entre 3 y 4. 

Las otras dos raices son imaginarias; pnes la transformada eo 
-^ a de la ecuación propuesta es 

ai* + ia' + 3j: + 23 =r O , 



+ . 
el uno en los re- 
y 3, y el otro ei 



la cual, tanto por la regla de los signos, como porque es evi- 
dente, no tiene ninguna raíz positiva; luego la propuesta no tie- 
ne ninguna raíz real negativa ; luego tiene dos raices reales po- 
sitivas y dosimagÍDarlas. 

"5.° Sea lo ecuación w^ — 2.1? — íi :^ O, 
Esta ecuación no tiene raices conmensurables, j por tanto no 
liene raices iguales {73, Corol. i."). 
El limite superior es 3. 

it = S, +. 

Resulta un cambio üe signo; y como la ecuación no tiene 
mas que una variación, tampoco tiene mas que una sola raiz po- 
sitiva, la cual csL^ entre 3 y 5. 

Mas adelante veremos que las otras dos raices de esta ecua- 
ción son imaginarias. 

87. Cuianilo los resultados de las sustituciones, de los términos 
dtí fa progresión 

dan un número de cambios de signo menor que el número de 
variaciones de la ecuación, no se podrá asegurar que la separa- 
ción está efectuada (a); pues, aunque en tal caso puede suce- 
der que la ecuación len^a raices imaginarias, y entre cada dos 
números que dan resultados designo contrario no exisla mas (¡ue 
una sola raiz real, y que por lanto las raices reales positivas es- 
tén separadas, esto nn se puede saber desde luego, porque tam- 
bién puede suceder que cutre dos números enteros consecutivos, 
que dan resultados de diferente signo, existan (res, cinco, etc. 
raices, y que cutre dos números consecutivos, que dan resulta- 
dos del mismo signo, existan dos, cuatro, etc. raices. 

Ejemplos. 1." Sea la ecuación 

^* _ sa;" + Sj' + Sa: — 8 =:0. 

£1 limite superior de las raices positivas de esta ecuación es 3. 
íc = 0, — , 

ts = % +, 

ar ^ 3, -f-- 

Resulta un solo cambio de $ígno en los resultados; por con- 

(d) El mümero de varntlos de mj^io de los rc-sultadüá nú pu»]o %et mayor 
que el número de variacioaea do la ecuación ; pues si esto mera posible , el 
número de núces positivas sería mayor que el de variacioín-'s. 



signiente, como la ccuaoian es completa, y tiene tres variacio- 
nes y d09 permancDcias, sucederá uno de cs[o& casos: 1." U 
ecuación tiene una raiz real entre I y 2, dos entre O y 1 ó entre 
íy 3, y dos negativas; 9.*'una raiz real tntre 1 y 9, dos entre 
O y 1 ó üntrc 9 y 3, y dos imaginarias; 3." una raiz real entre 
J y 2, y cuatro iraaíilnarias; 4," tres raices reales entre i y 2, y 
dos negativas; 5." tres raices reales entre i y 2, y dos imagi- 
narias. 

IVo podemos asegurar desde luego cuál de estos casos se ve- 
rilicarA. 
2." Sea la rcnacion 

¡c» _ ^j.r. -1-3 = 0, 

que f^ la transfurmada en — r de la 

a;" — 2j: — B = O 
que Iremos cnnsiderado ya en of niimero anterior. 
El limite de sus raices positivas es 3. 
^=0, +, 

33 - — "» !_ 
^1 > r 

¡K = 3» + . 

Como no resalta ningún cambio de signo cu ios resultados» 
no sabemos si las dos raices diferentes de la raíz negativa, que sa- 
hemos tieuc (51 y 86, íjcjííjíÍo 5"*.), son positivas ó imaginarias. 
En este caso, para separar las raices positivos, se formaran las 
ifunciones de Slurm 

y se hallará por la regla (82) el número de raices positivas de la 
ecuación propuesta /(/) = 0; y si i3í.ic número es igual al de cam- 
bios de signo de los resultados obtenidos, sustituyendo en la ecua- 
ción fQs) — O en vez de x los números 0, 1,2, L , las raices 

positivas quedan separadas desde un principio , y la ecuación tie- 
ne raices imaginarias, pues de otro modo el número de raices po- 
sitivas seria igual al número de variaciones, siendo asi que es me- 
nor. Si el número de raicc!^ positivas de la ecuación es mayor que 
el de cambios de signo de dichos resultatlos, entre dos números 
enteros consecutivos, que han dado resultados de signo contrario, 
existirán 5, 5, etc. raices, ó entre dos de estos números que han 
dado resultados del mismo sig;no, existirán 2,4, etc. ratees. Para 
separar estas raices, se sustituirán en las funciones de Sfurm los 
nümeros 0^ 1, 2,..., Z, siendo L el limite superior Je las raices 
positivas de la ecuación: de este modo conoceremos á punto fijo, 
por el teorema de Slnrm , los niimeroí. de raicea comprendidas 
entre O y 1, entre 1 y2, entre 2 y 5...., entre £ — 1 y ¿ i y por 
tanto^ sustituyendo en dichas funciones números intermedios eD- 
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LfB aquellos entcrús cocüecutivos quu compre^ndeD doa ú mus rui- 
ces, se llagara ál cabo ñ sepurai' dietkus nic¿s. . '„^: 

88. Para obtener los resaltados de la suslitntiion de est03¡nü- 
meros intermedios, conviene proceder coq el (ttúen siguiente: 

Supongamos que entre los números c^nleros consecutivos 3 
y 4 existan dos ó mas raices : su&tiLuiremos en las funciones de 
Síurm en vez de x los tármiuos de la progresión aritmética 

5; 5,T ; 5,2; S,3;...4 [A]. 

Principiaremos por sustituir el término medio 5,5^ y por los 

signos que tcnginn los. resallados de esta su^lílacion en las funcio- 
nes, se conocerá el número de raices coraprendiílas entre 5 y 5^5, 
y entre S,3 y 4. Si con esta sustilocioa no %c han deparado ]a& 
raices, y suponcraos que entre 5 y 5,ü existen dos o mas, sustitui- 
remos en las funcionen de Sturm en vez de M e| número a,á (ú 
bien 3,5), y conoceremos por los signos de los resultados el nó.- 
mero de raices comprendidas entre 3 y 3,9, y entre 3,3 y 3,3. 
Continuando esta suslilucion de los lériuinois de la progresión [.4], 
llegaremos á separar [as raices, si entre catSa dos términos conse- 
culÍ¥05 de h progresión [A] enhid á lo mas una sola raÍ2. 

En el caso üon¿rario, por ejemplo, bí entre 3,4 y 3,5 exUleo 
Jos ó mas raices, se íuslituirár en las funciones de Slurm loe 
términos de la progresión arJtméiica 

3,4; 3,41; 3,42 ;...; 3,íi ' • 

siguiendo ct mismo orden que eu las sustituciones precedentes, 
y se llegarán á separar las raices, si entre cada dos términos con- 
secutivos de esta progresión existe á lo mas una sola ruiz. 

Pero si existieran dos 6 mas entre dos de estos términos, por 
ejemplo, entre 3,43 y 3,4tí, se sustituirán en las funciones de 
Slurm los términos de la nueva progresión 

3,43; 3,431 ;3,4b2;„.; 3,46 

siguiendo el mismo orden que en las sustituciores anteriores; y 
quedarán separadas las raices, si cutre cada dos términos de la 
uueva progresión hay á lo mas una sola raiz comprendida ; y así 
sucesivamente. 

De este modo, por pequeña que sea la diferencia de las raices 
inconmensurables, quedarán al cabo separadas. 

IN'úTA. Conviene, para ía aproximación Cnal de la raíz, qnc 
los dos números que la comprenden, se diferencien en 1 , ó en 

1 1 



o en 



iO '""■ 100' 



etc. 



Sía la ecuación x'~7x -h7 ^=0, 



^^ 



iüi 



Esta ecuación do Cieñe ninguna raíz conmensurable, y por 

lanío no puetle tener raices iguales (73, Coral. 1 ."). 

El limile superior de las niices positivas de csla ecuación es 3. 
Haciendo x z= O, el resultado tiene el signo +, 

Lb ecnacion tiene dos variaciones , y no rcsuUa cq estas susli- 
luciones ningún comhio de signo; por consigulcnle, conio esla 
ecnaeion tiene por lo menos una raiz real negativa, y como las 
Ires no pueden ser reales negativas, porque el coeficiente del se- 
gundo termino es O, ó porque la transformada en — x oo pré- 
senla mas que una variacior, serán las oirás dos imaginarias ú 
reales. 

Para decidirlo, formemos las funciones de Sturm: 

fix)^ x' — 7x-\-7. 



X, = 2x 



-3. 



El número de raices positivas de esta ecuación es 9 (82), y por 
consiguiente el numero de raices negativas es 1. 

Parasi3pa.rar las dos raices positivas, sustituiremos en vez dejr 
en las íanciones de Sturm ü, 1 , 2, y hallaremos estas combina- 
ciones de signos: 

¡r = 0, + ~ - +, 

x=I, + +. 

x = % H- + + +. 

Luego las dos raices positivas se hallan entre 1 y 2. 

Sustituiremos aliora en las funciones de Sturm 1,5 en vez. de j, 
y los resulíadosj prescindiendo del resultado de la función Xi que 
es O (81, Obaerv. 9.'), presentan los signos 

+. 

que dan una variación. Como la sustitución de I ha dado dos va- 
riaciones, se infiere que entre 1 y l,b hay una sola raizj por con- 
siguiente la otra estará comprendida ente 1,5 y 2. 
Quedan por lo tanto separadas las ratees. 
Para hallar, según hemos dicho (88, Nota), dosnümerog que 
1 
íe diferencien en 7^, y tompreudan una sola raiz, sustituiremos 

en vez de íc 1,2 , y resultan dos variaciones; y como x :^= 1,5 da 
una variación, la raíz está comprendida entre 1 ,2 y 1 ,b. Sustituyo 
ahora J,4, y resulta una variación; iuego la raizeslá comprepdí- 
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da entre 1,3 y 1,4. SasLítoyo finalmenle 1,3, yresnltaQ dos varia- 
ciones; luego la raiz está comprendida entre 1,3 y 1,4. 

De) mis-mo modo se IiüIIüq los dos números i, 6 y 1,7 que 
comprenden la olra raíz. 
Ejemplo 2." Sea ia ecuación x'^ — 2ap — a =^0. 

"Ya hemos visto (86, Ejemplo, ó".) que esla ecuación tiene 
una sola raiz püsitivá. 

Mudando ¡r en — x¡ la ecuación transformada será: 
— te' H- 2a — 8 = O, ó :t' — 2j: + ü = O, 
la cual üene dos variaciones, y por tanto (7B, Corol,) la ecua- 
ción propuesta tendrá á lo mas dos raices negativas, lo' que es 
evidente por la misma ecuación propuesta (56). 

Como aqui existe la duda de que estas dos raices sean reales 
ó imaginarias, iiallaremos las funciones deSturm 
I f{x)^ :c*^2x — b, 

^^p x, = ix y\^, 

f ■ X,= -643. 

• El número de raices negativas de la ecuación es O (82); ló&gb 

las dos raices cuya naturaleza queríamos determinar, son imagi- 
narias. 

% I£I. ApUO&IUACIÚN de IAS HAICBS INCONUGN&tlItABLES. 



^ J^élodo de las stistUuciones inlertnediGS. 

89. Sea la ecuación f(j) = O, a y b dos números entre los 
cuales se lialle sola comprendida la raiz inconmensurable, cuyo 
valor aproximado queremos hallar. Sustituyendo en vez de x un 
número c íntcrtiiedio enlre a y b, se conocerá por el signo del re- 
sultado, si la raiz está comprendida entre ay e,-ó entre c y é. 
Supongamos que la rai¿ estii compicodida entre oye: s\islituyendo 
en vez de x un número tí intermedio enlre a y c, se conocerá por 
el signo del resultado, si ta raiz está comprendida enlre ay d, ó 
entre rf y c; y asi sucesisamentc. 

Si queremos hallar la raiz con menor error que la parle alí- 

■í 
cuota — de lia unidad, continuaremos el cálculo de las sustitucio- 

9 
nes intermedias, hasta que encontremos dos números que se dife- 
rencien en — ó en menos, y entre los cuales se halle compren- 
dida la raiz; y entonces cualquiera de estos números será el valor 
de la raiz en menos de — 



Método de aproximación de Lagrange. 

90. Hemos visto en la síparacion Jí tas raices, que pueden 
hallarse para cada raiz inconmensurable do3 números enteros 
consecutivos 6 dos números que se diferencien en una parte aíl- 
caola de la unidad, y entre los cuates esLfi diclia raiz sola com- 
prendida. Para la aproximación ulterior por el mílodo de Lagran- 
ge, conviene que cada raiz esté ella sola comprendida entre dos 
números enteros consecutivos, Vcnraos cómo puede conse^irse 
esto, sin perder nada Je la aproximación ohlenida ya en la sepa- 
ración de las raices, cuando los dos números que comprenden ta 

raiz, se diferenciao enlaparlealicuola — de la unidad. Supongamos 

que los dos números que comprenden la raiz, sean a y a H : 

tf , 
hagamos s ^ — , y sustilujendo eoJa ecuación 

resulta la ecuación transformada 



r 



f)-- 




Gomo las raices de la transformada son q veces mayores que 
las de la ecuación propuef^Ca, según lo prueba la relación í/^ 7i:f 
la raii'. en cuestión de la ecuación propuesta iendrá su correspon- 
dieole de la ecuación transformada comprendida entre ija y 
íjta-|-i : porque si es r la raiz de [a propuesta, ^r será su raiz reS' 

peetiva de la transformada, y pues r J^' , ^ , será qr ^ ^/^^ ^ 

Obsérvese también quei entre estos dos números enleros consecu- 
tivos qa y ^a-\-iao existirá mas que una sola rgiz de la transfor- 
mada 

' . <!)=- 

pues si esta ecuación tuviese dos ó mas raices comprendidas en- 
tre qa j qa -\- \ , ist relación x ^ — nos daría también igual nu- 
mero de raices de la ecuación propuesta comprendidas enlre 
^a qa -\- i \ 
~ y — - — , ó entre « y o -j ; lo que ea contrario á la supo- 

&jc¡on. 

Queda, pues, reducida la cuestión á bailar un valor aproii- 



mailo de la raíz, estando esta comprendida eatre dos números fru- 
teros consecutivos (o), 

9L Esto supuesto, el método de aproximación de Lagrange 
consiste ea liallar en fracción continua el valor de la ecuación 
propuesta 

f{x) =. O, 
caso espHcaáo generalmente en el (ni*wk, 2). 

Sean ay a -\- i los dos nümeros enteros consecntÍTOs que 
comprenden la raíz: toaremos según eí método CB) 

■t 
ir = a -{- — , 

V 
siendo 7 > í , pero inconmeasurable: sustitujíendo éste valor en 
la ecuación propuesta, tendremos la transformada 

<. + ^) = o, 

6 desenvolviendo por el teorema de Tayior ó por el de Newton, 
Y representando por í'(y) el primer miembro, será 

Fiv) - O [^1- 

En esta ecuación y no puede tener mas que nn solo yalor ma- 
yor que 1 ; pues si y pudiese tener dos valores (X y 6 m.ajores 
que <j los cuales serian inconmensurables, seria 

¡c = a + — , jc = a + --, 
a 5 

es decir, que x tendría dos valores comprendidos entren y « -\-Í; 
Contra lo supuesto. 

Para hallar la parte entera de y, observo en primer lugar 
que el resultado F(i) de la sustitución de \ en vez de y en el pri- 
mer miembro de la ecuación [A'] es negativo; suponiendo como 

(a) Es monester observar que, ú pesar del pequeño Irubajo ile esta Irana- 
fürmacion, para reducir ni caso en q\w ios dos jiüjiiergs qT.ní cgniprenden la 

rúz se diíerencian en — al caso en (IU9 los dos nümQroK se diíerencieii en I , 

1 
es vestajúso el i^ue lus ilos números- que comprenden la raiz, s6 difóreoci'eD 

ea — , siendo q iO, JOO, ^^)0O, etc.; porque ai por ejemplo queremos ha- 
llar en meaos de el valor aproximado dB una raiz , coitiprendida entre 



10000 
do» DÚmeroa que se difereDcien en 



, harcmús x = — - , y hallando la 

ÍOO 100 



raíz de la ecuación transformada f i —- 1=0 aproximada hasta centéaiutas, 

y dividiendo este valor aproumado [h>r 100^ lejulremo&en diezmiléaimas el 
valor de la raiz de la ecuación propuesta. 




h 




siempre que el primer término de esta ecuación sea pOBilivo, lo 
que yi se sabe cómo se consigue, si no lo es. 

En efecto, sabemos que la ecuación [A] úet\& una sola raíz 
maj'or quo 1, y por lanío el limite EUpcrior de ias raices poáilívss 
de csla ecuación será mayor que 1. SusLJiujendo en vez de m el 
limile superior, el resallado es positivo (48), y como entre 1 y L 
no liay mas que una raiz, F{i) será negaLlvo (EiO). 

Sustituiré, pues, en la ecuación [A] en vez de ty los flúmfr- 
ros 9,5, hasta llegar íi uno 6 + 1 ijue dé un resultado positi- 
vo, y cDtonces y eslará comprendida entre 6 y 6 + 1 . 

Haremos ahora, según el método (2), 

z 
y sustituyendo en la ecuación [A] en vez de y este valor, b nueva 

transformada será 



6 desenvolviendo, y llamando para abreviar 9(3) al primer miem- 
bro , será 

Esta ecuación no puede tener mas que una sola raíz mayor que i^ 
pues &i tuviese dos raices a y 6 mavores que i , seria 

y = b-\ , í/^¿í + —, 

ot o 

es decir, que entre & y 6+1 esístirian dos raices de la ecuación 
[A] mayores que -li , contra lo demostrado. Para hallar la parte 
entera de ^ , sustituiremos, por la razón dicha ya, los núme- 
ros 2,3,.., hasta llegar á uno c + i que dé un resultado posi- 
tivo. 

Haremos en seguida 



Z =:C + 



W 



y hallaremos del mismo modo la parle entera de « ; y asi sucesi- 
vamente. 

Ahora, tendremos fácílnaeute 



c + etc. 



Siendo inconmensurable el valor que se quiere hallar para x, 
la fracción continua correspondiente será indefinida (3). 
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Sopongamos qne se quiera hallar el valor de la raÍ2 en menos 

de — : 4 medida que se van hallando I03 cocientes incompletos 

íi, 6, Cj..., se irán formando las reducidas; y cuando se llegue á 
una cuyo denominador sea ~\A9, dicha reducida será la primera 

que dará eUalor de la raíz con menor error que — ( 8, Coral. 2- 

Nota. Representemos en general por 

f{v) = _4i>"' -I- Bt)™-' + rt)™-» +... + ^y + i = o 

la ecuación propuesta 6 cualquiera de las transformadas. 

Para hallar la transformada siguiente , supongamos que sea a 
la pane entera de u, y í la incógnita de la nueva ecuación: hare- 
mos i) ^a + -7í y por consiguiente la nueva transformada será 

cS desenvolviendo por el teorema de Taylor, 



6 bien , 






2.3 i' ^■"■^'^ í" ^^: 



r(«)^™-. 



2.3 



+....+ ii = Ef], 



ecuación que sirve para hallar todas las transformadas, teniendo 
presente que [{a}^ fif-), /"(«I--- son Eos resultados de la susti- 
tución del entero a en el primer miembro de la ecnacit>n ante- 
rior k la transformada que se quiere hallar, jen las derivadas de 
este primer miembro. 

Nosotros llamaremos á la ecuación [T] la transformada ge- 
neral. 

Siempre que ta ecuación pase del tercer grado , conviene 
efectuar los desenvolvimientos por la transformada gennral; sí no, 
es indiferente valerse de la transformada general, ó de las re- 
glas del cuadrado y cubo de un binomio. 
Ejemplo i." x^ -^ 2í — 3 = 0. 

Hornos visto que esta ecuación no tiene mas que una raÍK 
real, que es positiva, y se halla entre 2 y 3. 

1 

Tratamos de hallar esta raiz en menoa de 



10000 



Ha 



remos 



ir=2 -f — 



la cual tendrá una raíz comprendida eolre iZy {A, y otra eii' 
tre íC y 17, 
Hagamos pnes 

x'=13 + ™, 

y suslitayendo este valor en la ecuación [Á]^ y desenvolviendo su 
primer miembro, tendremos 

97|í^- t05y^ + 39i/ +1=0 ti]- 

Dando á y el valor 2, el resultado es positivo; luego y se ha- 
lla comprenclida entre 1 y 2; haremos pues 

1 



y por consiguiente 



x'= 15 



1 



.+^ 



... , ., 15 U 

y las dos primeras reducidas sOD — , — . 

Sustituyendo el valor de t/ en la ecuación [1] , y desenvol- 
viendo, tendremos 

BGr' + 363' — 98s - 97 = O [2]. 

Dando & s el valor 2, el resultado es positivo; luego x csti 
comprendida entre 1 y 2. Hagamos pues 



- = !+-. 



y por consiguiente 



a:' = í3 + 



^ + 



i -(- _1 



27 

y la reducida tercera es — — . 

Sustituyendo en la ecuación [2] el valor de s, y desenvol- 
TÍendo, tendremos 

83u' — 182!í" — 22ÍM — bG =0 [5], 
Dando i u los valore* í!, 3,4, el úUimo da resultado posi- 



na 

tivo ; luego u está compreodida entre 3 y 4. Haremos pues 

«=5 + — . 

V 

y por consiguiente 

j;'= 13 + J 



1 



1 
1 + - 



1 

3 + — * 

y la cuarta reducida es •=- • 
7 

Sustituyendo en la ecuación [5] el valor de m, y desenvol- 
viendo, resulta la transformada 

1 25ü'' — 92íit;' — 565u — 83=0. 

Es fácil ver que , mientras sea v < 8, el resultado es negativo, 
y si ü = 8 será el resultado positivo; luego use halla compren- 
dida entre 7 y 8. 
Hago pues 

i 

y por consiguiente 

a:' = 13 + - 



1 

1 + — 



4 

1 +- 



1 

3 + - 



'4- 
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y la quinta reducida será -•^— , que es la primera que se dife- 
rencia del valor de x' en menos que — —^ , pues su denominador 

^ 1000 ^ 

es mayor que V^IOOÓ. 

Gonvirtiéndola en fracción decimal, resulta 13,5686 con 

un error por defecto , por ser reducida de lugar impar , menor 

8 



4U 

(]ue ;¡— TíTí- Lnego ¡c' está comprendida entré 13,S686 y 13,56%, 
y con mayor razón está comprendida entre 13,568 yM3,S70, 

i 



luego x' = 13,S69 con menor error qoe 



1000 



Por consiguiente, como x= —-, será x = 1,3369 con me- 

1 

ñor error qae — — -. 
^ 10000 

De! mismo modo se halla la raiz comprendida entre i, 6 y 

1,7, que es i, 6920. 

La raiz negativa puede hallarse, mudando x en — ^^ en la 
ecuación ,- lo que noé da la transformada 

ar» — 7¡c — 7 = O ; 

y aplicando ahora ¿ la raíz de esta ecuación, comprendida entre 
3 y -4, el método anterior. Pero en el ejemplo actual puede ha- 
llarse la tercera raiz inmediatamente: pues si a es la raiz nega- 
tiva , tendremos (36) 

a + 1,3369 + 1,6920 = 0, 

y por consiguiente a. = — 3,0489. 

Ejemplo^." Sea la ecuación ¡e* — ^x' — 3^-\-{Íx — 6 = 0, 
Hemos visto en la separación de las raíces, que ^sta ecuación 
tiene una raiz comprendida entre 1 y 2. 

Tratemos de hallar dicha raiz con menor error que - — . 

^ ÍOO 

Como esta ecuación jpasa del tercer grado, nos valdremos 

para los desenvolvimientos de la transformada general, que en 

este caso es (9l , Nota) 

En primer lugar haremos 






m 
Para hallar la primera transformada , tengo 

/(¡c) = ¡E*— 8r'— x'+jSir — 6, 
f{x) = 4a:»— 15a;»— 2a; + Ib. 





r(x) = 


= Ux - 30, 










r[x)^ 


^24. 








Luego 




r(i) = 
ni) = - 


4. 

2. 

-20, 

- 6, 

24. 






Sustituyendo estos valores en la transformada i 


general, 


la primera 


transformada será 












4t/*+ V-10í/*- 


-y + l = 


= 0. 




Dando á 


y el valor 2 


, el resultado 


es positivo 


: luego 


y está com- 


prendida 


entre 1 y 2. 


Hago pues 


i 

z 






y por consiguiente 


A 












a; = 1 + - 


+ 1. 

z 










1 







1 g 

Las dos primeras reducidas son — , -r- 

1 T 

Para hallar la transformada segunda, tengo 

, p{^) =16»/''+ 6í/'-20j -1, 
r(|í) =48y'-f-12t/ -20. 
r{y) -%y +12, 

por consiguiente /(I) == — 4, 

ro) - 1, 
ro) = 40. 
ro) = 108, 

/""(I) = 96. 



lio 

Sustituyendo estos valores en la transformada general , la se- 
gunda transformada, después de mudar tos signos & todos sus tér- 
minos, es 

iz* — 2* — 203' — I8z — 4 = 0. 

Dando á z los valores % 5, este último término nos da resul- 
tado positivo ; luego z está comprendida entre 3 y 3. Hago pues 



y por consiguiente 



2 = 


:2 + 


1 




+ 


1 


F 






1 -f 


1 






2 + 



y la reducida tercera es — . 

3 

Tenemos ahora, para hallar la tercera transformada, 

f{z) =42*— 2' — 2O2' — 182 — 4, 

fiz) ::= 162» — 33» — 402 —48, 

/"(s) = 482' — 62 — 40. 

fXz) =962—6, ' . 

r{z)=Q6i 

y por consiguiente 

/(2) =-64, 

/•'(2) = <8, 

/"(2) = i40, 

f"'{2] = 186, 

ríi) = 96. 

Sustituyendo estos valores en la transformada general, resol- 
ia la tercera transformada , después de mudar los signos á todos 
sus términos, 

64u* — 48m' — 70u' — 3lw — 4 = 0. 
Sustituyendo 2 en vez de w, el resultado es positivo : hago pues 



tn 



y por conaiguiente 



a:^ 1 + 



i -h 



2 + 



1 + 



y la cuarta reducida es 



4 



Para hallar la cuarta transformada, tengo 
L f(u) = Uu" ^ I8ií^ — 7Du' — 3911 - 4. 

B f{u) = asew"— bilí' — uou— 32, 

^f. f(M) =r 768h' — lOSit —140, 
■ /-"(li) =ig36u —i 08, 

por coDsíguienle 

■ • m = 31, 

^^^ rCO= 1356. 

Sastituyendo estos valores en la transformada general , y mu- 
dando los signos ¡i todos los términos , resolta !a cuarta transfor- 
mada 

I b9x'* — alar'* — 2603;" — 238j;' — 64 = 0. 

Suatilayendo en lugar do x' el número 9, el resultado es ne- 
gativo. Sustituyendo 3, e3 resaltado es positivo. Por consiguiente 
¡p' está comprendida entre 2 y 3: liaremos pues para la trans- 
formada siguiente 

1 



y por consiguiente 






1 



I + 



2 + 



I + 



a-f- ^. 



I 



La redocido quinta es ——, que es la suüciente, pnes su deno- 
minador es mayor que VÍOO (8 , Corol. 2."). 

Reduciendo esla fracciona decimales, es 1,7272.,., ccyo error 

por defecto, por seria reducida ^z— de lugar impar, no llega i 

— — . Luego la raiz que queríamos hallar cstS comprendida entre 

1,7272... j 1,7572...; 
y con mas razón se halla enire 1 ,72 y 1 ,7i ; luego 1 ,73 es el valor 

de dicha raiz con menor error que . 

100 

V.V MÉlodo de aproximación de Newton, 

92. Cuando por el método de la^ susLlluciones intermedias , 6 

por el de Lagrange , ú por la separación de las rair.es , se han ha- 

1 I i 

liado dos números cuya diferencia sea — ,— — -, , etc., yen- 

^ 10 100 1000 -^ 

tre,los cuales se halle comprendida la raiz, se puede continuar 

la aproximación con gran rapidez por el siguiente raetodo. 

Sea a una de dichos números, y lo que le falla para ser el valor 

de la raiz (para fijar las ideas , supondremos que y es menor que 

OJ): será x = a -\- y. Sustituyendo este valor cu la ecuacioD, 

teodremos 

fia + t/)=0, 
j desenvolviendo por el teorema de Taylor, será 

^(«) + rKíí + í^\' -h -í^ !/'+...+ y" = 0. 

de donde 



, = -^^^J^(rMy^ + 



1 -I 

Siendo y < — , será «* < , 

10 ^ 100' 



^"^"^* +... + / 



2.3 



il>U 



y'-^ 



1000 



, etc. 'Admitamos que 



< 



1 






lo que sucede ordiaariamenle, fninqtie hay casos de escepcion; 



419 



letidr&iDús 






cociente que se difereociará del valor verdadero de y. en menofi 

1 

que — . 
^ 100 

Redociremos pues este cociente íi centésimas, y añadiéndolo 
á a, se tendrá el valor de la raíz con dos decimales de aproxi- 
maciou. 

Sea 6 este nuevo valor aproximado de ír : haremos como an- 
tes X ^ b -\- Tj ; y del laíismo modo que en el caso anterior , y 

por igaal razoaamieolo» obtendremos en menos de 






10000 



valor que añadido k b, nos dará un nuevo valor de £c con cuatro 

ilecimales de aproximación, 

Sea c este nuevo valor aproximado de x: tendremos del mismo 
modo la nueva corrección aproximada hasta ocho decimales 

' r(c)' 

que añadida á c, nos dará el valor de x con ocho decimales. 

En la corrección siguiente se obtendria el valor de la ral/, (ion 
Í6 decimales, etc. 

Obsérvese que todas estas correcciones resultan de la fór- 
mula 



y = ~ 






ea la cual se sustituyen por x sucesivamente los valores aproxi- 
mados a, b, c, He. 

Ya liemos dielio que no siempre se verifica que el segundo 
término que se desprecia en el segundo miembro de la ecuación 

1 
[i3], es menorque -— — en la primera corrección, menor que 

— ■■— enh segunda, etc. ; y ann cuando asi fuera, al reducir el 
10000 

valor de i^ á decimales, se origina un nuevo error, pues se des- 

iprecian las cifras si;guientes á las que se deben tomar, 6 si la pri- 



K 
v. 



mera de las despreciadas qo es niooor que ^, se añade 1 h. laú]- 
Itmado las que quedan: por consiguiente la aproxímacionobtení- 
da co es segura. E^ra quitar toda duda , se sustituyen (en la pri- 



mera corrección) los números b — 



'+M 



CD vez de 



X en f{x) ; y si el resultado de la primera ó tercera suslllucion es 
de dlferenle signo del resultado de la segunda, no hay duda que la 
aproximación es buena (49). Si no sucede asi, será menester al- 
terar la cifra de las cenLésimas en nna ó mas unidades, hasta que 
se obtengan dos niimeros que se diferencien en una cenLé&ima, j 
que susLíluidos en la ecuación den resultados de signo con- 
trario. 

Lo mismo se hará en las siguientes correcciones. 

Si sucediere que las dos primeras cifras decimales del valor 
(le y, ó raajor numero de dichas primeras cifras decimales, fuesen 
ceros, en la primera corrección, se continuará bailando cifras de- 
cimales Jiasla que resulto una cifra significativa. En la segunda cor- 
rección se tendrA un níimero duplo de decimales, cuadruplo en 
la tercera, etc. 
Ejemplo. Sea la ecuación 

a:' — 7íc + 7= O, 

cuyas raices liemos hallado por el método de Lagrange. 

Tratemos ahora de hallar por el m^itodo de Newton la raiz 
comprendida entre 1,3 y 1,4. 

Tenemos que la fórmula de las correcciones 



y= — 



es eo este &aso 



y= — 



3a:' — 7 • 



Sustituyendo en vez de x 



9,7 



1,5, resulta y =::-^_. ^O.OG; lue- 



go x = 1,3í5. 

Para asegurarme de esta aproximación, sustituyo en la ecua- 
ción en vez de í 1,34, y el resultado es positivo: sustituyo en U 
misma ecuación en vez dea; 1,3b, y el resultado es taniibien posi- 
tivo: sustituyo ahora en vez de x 1,56, y el resultado es negativo; 
luego !a raiz está comprendida entre 1,33 y í, 36; y la aproxima- 
ción obtenida es baena. 
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Sostituyendo ahora en la fórmula de las correccioocs en vez 
de y 1,35; y aprovechándome délos resultados obtenidos ya en 
los tanteos anteriores, tendré 

Mí0375^m^_ , 

^ <,S325 <S32S 

y por consiguiente ¡c = 1,3568: Hecha la comprobación de la 
sustitución de este número y del 1 ,3567, se verá que sus cifras son 
exactas. En la corrección siguiente resultarian 8 decimales. 
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ECUACIONES RECÍPROCAS ; RESOLUCIÓN ALGÉBRICA DE LAS 
ECUACIONES BINOMIAS ; RESOLUCIÓN ALGÉBRICA DE LAS 
ECUACIONES DE TERCERO Y CUARTO GRADO; RESOLUCIÓN 
TRIGONOMÉTRICA DEL CASO IRREDUCIBLE DE LAS ECUACIONES 
DE TERCER GRADO. 



CAPÍTULO L 

Ecuaciones reciprocas. 



I. S 

mudando en ella x en 



95. ¡JE llama ecuación recíproca la ecuación que no se altera 



X 

Sea la ecuación 

7 7 

2 2 

\ 

mudando a; en — , la nueva ecuación será 

X 

1 7 1 7-1 

x' i'x'^ ^ X 

7 7 

ó bien 1 — •— x-\- ~x* — x^=0, 

ó x'-^x*-{-^x-i=0, 

ecuación idéntica á la propuesta : íuego esta e^ una ecuación re- 
ciproca. 



Mí3 

9í. Según la dclinicíon de la ecuacloa reciproca, las dos 

ecuaciones 

son una misma ; luego, parliendo la unidad por cada una de las 
raices de una ecuación reciproca , resuiímn liis raismas raices. 
De donüe se inlicre que, si h ecuación rccíprüca llene una 

rajz a, diíereate de I , también tiene la raiz -^, que evidente- 

a 

mente es diferente de 1. 

Ed cuanto á la raiz 1 ó — I , puede estar soh ; pues par- 
tiendo 1 por I ó por — 1 , resulta tamhieu 1 ó — 1. 

Esto to vemos conilrmado en la ecuación reciproca 



^^,T* 



2 



¡r — 1 = O, 



coyas raices son 1 , 2 y |^ , y partiendo í por cada una de ellas, 
los cocientes son 1 , ■$-, 2. 

93. Toda fícuacioji reciproca de grado par tiene igiíales ios 
coeficienlen de hs ténni-nos etfn¡distantís de Iq$ eslremos; ó igua- 
les y de signo contrarío, faltando necesariamente en este último 
caso el término medio de la ecuación. 
Sea la ecuación reciproca de grado par 

x" + ax" -\- bx" -\- ex" + dx" -\- em + f— O- 

Siendo recíproca esta ecuación, no se alterará mudando en 
\ 
ella X en — : la ecuación transformada es 



ó 
6 



1 + ax + tí" -H cx^ + áx' + eü' + /¿c" = O , 

^ -\ —X^-\-—^3^'-{-—rX-\-—^r^^' 



x'+j-x'^ ^ 



í 



f 



í f 

Debiendo ser esta ecoacion la misma que la propuesta, ten- 
dremos 

e d , c 



f 



f 



~ = d, — = (■,— = /■- 



^ 
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Do la ültjma ecuación resulta f := \ , y por consiguiente 

Siendo f =^\, será e^ a, d = ¿, que es lo primero qne 
qu-eriaiüos demostrar. 

Siendo f^^\, será e ^r^ — a, d = — fi, 

queesla conclusión de la segunda parle del teorema. 
I Reciproco. Sí en xtna ecuación de grado par los eoeficienla 
de tos términos equidislanlcs de ios estreñios son iguales; ó gtm 
iguütes ij de signo contrario, faltando en este caso el término 
medio , dicha ecuación es reciproca. 

Se demostrará íácilmeate este reciproco , haciendo ver 
que en cualquiera de estos dos casos, la ecuación queda ta 

misma, mudando en ella x &n '— . 

X 

Asi , la ecuación 

en que los coeficientes de los Córminos equidistantes de los en- 
tremos son igaales, es reciproca. 
La ecuadoa 

i" — áü* — ^íí» + 1 = o , 
ó completándola para mayor facilidad, 
I fl)" + Ojo" — 2x* + Oaj' — 2a;* -f Ox + 1 = O 

es reciproca por la misma razón. 
La ecuación 

I 9a!« + Sr* — 5x* — 2 ^=0, 

d 3a:* + dx" + Zx* + Os^ — 3x' — Oa: — 9 = O 

es reciproca, puesto que los coeficientes de los términos equi- 
distantes de los eatremos son igaales y de signo conli-ario , y que 
además falta el término medio. 

1 
Es fácil comprobar, mudando x en — , que todas estas ecM- 

X 

Clones son reciprocas. 

96. Toda ecuación reciproca degrado impar tiene iguales lot 
^^ocjicientes de cada dos términos equidisíantes de los estreñios^ é 
iguales y de signo contrario. 

Sea la ecuación recíproca de grado impar 

I 35^-1- flj;» ^ hx' + ex' -\- dx -^ e = 0. 




m 

Siendo reciproca esta ecuación, no sufrirá alleracion mudaa- 

do GQ ella X en — ; luego la ecTiaolon 



ó la 
6 la 






es;' + díT* + (sd' -f 6:5' + aje + t = O, 

s» 4 ¡E*4 — a:»X_3c>+_ar-í = O 

e e e e e 



k 



debe ser idéntica á la propuesta ; y por lanío 

i a . b c , 

e e É e 

La primera nos da e := de I. 

Siendo e^ I, rc&uUa a = d, 6 := c, qne es la primera parte 
del teorema. 

Siendo e ^ — I , resulta a = — rf, A ^= — e, que es la se- 
gunda parte del teorema. 

Recíproco. Si en zma eni-acwn degrado impar los coeficientet 
de cada dos lérminoti equidislanles de los cslremos son, iguales , ó 
iguales y de signo contrario , dicha ecmcion es reciproca. 

Se demuestra fácilmente este reciproco, haciendo ver que en 
cualquiera de estos do5 casos la ecuación queda la misma mudan- 
do en ella x en — . 
a: 

Asi, la ecuación 



|.»-l.. + i=o. 



ó compleíSodola, 



¡c'+Oa;*— -¿-íb' — — a:"+ Oi + l =0 
o 5 

es reciproca, porque tos coeficientes de los términos equidlslan- 
tes de losestremos son iguales. 
La ecuación 



x' — ^ x'' + x^ -\- 9^' — 2.r" ^ j;* + -^:c— 1 s O 



es reciproca, porque los coellcícoics iIü los lArminos cqoidistan- 

tes dii los c&tremos son iguales y tle sipno contrario. 

Es fácil tomproLar que cada una de csias dos ecuaciones 
, es recíproi'a. 

l'!í 97. Antes de entrar en ta resoluciun de las ecuaciones reci- 
* procaSf deruo si paremos uwa fúrmula, que sirve para hallar la sa- 
ma de las prjlencias del mismo grado de dos cantidades reci- 
procas por medio de las potencias inferiores de dichas cami- 
Jad<?fi. 

La íúrmula es la siguiente: 



ar+' 



+^=(-+J"X^+^)-K*+; 



.TJ^j" 



Para demostrarla, no hay mas que efectuar la multlpliía- 
cion indicada cd el primer tfirmino del segundo miembro de esta 
igualdad. 

TeaJremos 

a^ -\- 



(^+¿)(^ 



+ i 



= X' 



.11+ 1 



+ ,4.-, + ^" 



+ 



1 



de donde 



P»^v 98. Pasemos ahora á ver 



=(--j-)(-a-(^" 



^r" " m— I 



cómo puede rebajarse el grado de 
na ecuación reciproca. 
Obsérvese en primer lugar que una ecuación &s reciproca: 
4." Cuando es de grado par, y ios coencienles de los térmi- 
nos equidislantes de loa estreñios son respeL'tivaraente iguales. 
S." Cuando es de yrado par, y los coelicientes d¿ los térmi- 
nos equidistantes de los estrcmos son respectivamente igQales y 
de diferente signo, faltando ademas el término media. 

3." y í.'^ Cuando es de grado impar, y los coeücienles de los 
términos equidistantes de los estreraos son respectivamente igua- 
les, ó respectivamente iguales y de signo contrario. 

Ahora bien, si una ecuación reciproca de grado par se halla 
en el segundo caso, tendrá una ó "varias raíces iguales á ±1; 
pues de lo contrario, según se iníiere de la delinicion de las 
ecuaciones reciprocas, sus raices serian reciprocas dos á dos , y 
por tanto su producto seria 1 (o); luego I seria el último término 
de la ecuación, contra lo supuesto de quo es — 1. 



i 



(a) Suponemos «juw el coeficiente dd primer téruiino ei i , 



Si una ecuación recíproca es de grado impar , tenJrá una ú 
varias rascís iguales á =í= f ; pues sino, sus raices serian recipro- 
cas dos á dos, y por tanto la í.'i;uociou seria de grado par. 

Esto supueafú , si se nos da tina ecuación reciproca que no 
se halle en el primer caso, suprimiremos todas sus raices igua- 
les á± i , para iú cual LJivitliicmos su primor miembro por el 
producto de los factores Linomios correspondientes, y el cociente 
igualado á cero tendrá por raices tudas las resiantcs de la ecua- 
ción; y pues estas raices son diferentes de ± 1, serán reciprocas 
Jos á dos; luego la nueva ecuación se hailitrá en ol primer caso 
de las ecuaciones reciprocas, esto es, en el caso en que los coefi- 
cientes de los términos equidistantes de los estremos son respec- 
lEvamenEe iguales. 

No tenemos pues que ocuparnos mas que de las ecuaciones 
reciprocas de graJo par, en las que los coeíicienles de los térmi- 
nos cquidislanlcs de los cslremos son iguales respeclivamente. 

Demostremos que estas ecuaciones reciprocas pueden, por 
una transformación, reducirle á un grado mitad; y veamos de 
paso cómo se ejecuta esta reducción. 

Sea la ecuación reciproca 

Partamos esta ecuación por x'"\ y dicda ecuación será 

^« + />^'"-' + Q^™- + -H -^. _^^ + i ^ 0; 

6 bien, juntando las potencias de mismo grado de las dos canti- 
dades reciprocas ¿c y — , 

Hagamos a: -\ =^^3 será por consiguiente (97) 



(^"+x-)+^(^" 



•* 



-'^^ = f 



q. 



^^ = (--^^)(^-^^)-(-l) 



X' -\--i = (v' — ^)y-v = y'-^V' 
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i» ?^* + -; = / - Sff" - y* + 2 = !/* - 4/+ 2; 

til 

etc. 
Vemos, pues, que la ecuación propucsLii será, después de ia 
eliminaiiioQ de w^ del ¡i^raáo m coa reapeclo á t^- 

Resuelta esta ecuación, y poniendo los m valofcs de y en la 
i 
ecuación ar -|- — =: y, de donde 

'" = ~2 • 

tcadremos los 9ín calores de ¿r. 

capítulo I!. 

C% Resolueioít. algébrica de las ecuaeiones binomios. 



99, üigimos {Atm. ekm. 197) que se llama ecuación de das 
términos ü ecuación hinomia la ecuación que, después de las ope- 
racjoncs ordinarias, tiene la forma 

ü partiendo por «, 

x™ = ±-', ■ 
a 

b 
y haciendo — — ;í, 

100. Antes de entrar en la resolución de estas ecuaciones, 
haremos las observaciones siguientes: 

1.° Pasandodip al primer miembro, dichas ecuaciones serán 

la derivada del primer miembo es maf^^^ la cual no tiene ningún 
factor común, funciion de x, con x^" zp p; luego (70) /as ecuacio- 
nes binamias no tienen raices iguales. 
2.* Según la ecuación 

z es una caalidaJ que elevada á la potencia cuyo grado es tn, 
da rh p; luego x es la raiz del prado m de rt p; y como en esta 
ecuación tiene a; ?« valores, todos desij;;uales, según la ante- 
rior observación, se infiere que toda cantidad tiene tantas raices 



1Í9 

todas desigaales , como UDÍdades tiene el grndu de la raiz. 
5,* Sep Gt la raiz aritmética del grado w de^(rt),Reiia" = p^ 
y por consiguieDle 



X =!11J, 



y sí aiiora hacemos (41) 
sprá 

luego, cnando se liayan resuelío cslas ilüimas ecoacioTies, se ten- 
drán los m valores de .t, ijinltiplicando por a los m valores de y; 
y pues los valores de y son las raices del grado wt de ± i, se in- 
fiere ¡\ne¡ las rnir/'s cid (jrado m de una cantidad positiva p -pue- 
den hallarse, vndliplicaudo su raiz arilinétim por las raices det 
minmo tfraÚQ de \; y las raices del grado m de una caniidad 
negníiva ■ — p ftteden hallarse multiplicando la raiz ariímélica 
de su valor absoluto p por las raices dd grado m de — 1 . 

itíl . Pasemos pues á la resolución general de las ecuaciones 
binomias 

¡/■"it 1 =0, 

Como flí puede ser par ó impar, tendremos que considerar 
los cnalro casos siguientes: 

Primer caso, y» "' = 1 , ú y" '" — 1 =0. 

Halláodose esta ecaacion reciproca en el segundo caso (98,2.'*), 
tendrá raices iguaEes á =t 1 ; y en eíecto, esta ecuación tiene evi- 
dentemente las raices 1 y — 1, y no puede admitir ninguna otra 
raiz rea!; puGs cualquiera cantidad real, diferente de 1 y de — i, 
elevada á una potencia de grado par da un resultado positivo di- 
ferente de !. 

Dividiendo su primer miembro por (j/ + l)(y — l)=^y^ — 1, 
se reducirá al primer caso (98). 

La ecuación y*"' — 1^0 puede también resolverse, trans- 
formándola en 

Es evidente que lodo valor de j/, que anule á uno <\ü estos dos 
factores, será raíz de la ecuacioa propuesta; luego esta ecaacion * 

(a) Supoiiemns que p C9 una cantidaJ real: ji-ira el caso en que p M iina- 
gÍQai'ia, \ea5e el Comp lamento de nuestra trigonometría. 
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qaedará resuelta, resolrietido las dos ecaacioaeg 

Ejemplo. Sea la ecuación tf — \ rr=Q. 
Siendo el líiiraer miembro de esla ecuación reciproca divisi- 
ble por y* — 1 , efecíuaremoa esta división, y el cociente ipala- 
do á cero , que es 

/+y» + 1 =0, 

será ana ecuación reciproca que pnedc rebajarse á una ecaaciom 
de segundo grado (96). 

Partamos , para esto, la ecuación por y*t j tendremos 

f-\-i + ^ = 



Hago ahora 

y por consiguiente 



y 



i 



y 



[2], 



y sustituyendo este Talor en la ecaacion [1], será 

z^ — i z^ O, 
de donde 2 ^ db 1. 

Sustituyendo sucesivamente los valores de s en la ecuacioü [2]J 
tendremos las dos ecuaciones 



ií + 



y 



— i. 



La 1/ nos da 
de donde 
La a." nos da 

de donde 



y' — y +1=0, 

y — — ^ — . 

?» + y + 1 == O, 
— 1 =b\C:3 



y 



9 



Luego I05 seis valores de y en la ecuanion propuesta son : 
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Resolvamos la misma ecnacioo por el segando mélodo. 
Tenemos 

La ecuación 

y'-i=0 
nos da {Alg. elem. 197, 'i ° Caso) 

y = i. 



y = 2 . 

y la ecnacioD 

nos da {Alg. elem. 197, 2." Caso) 

i — V^^ 
!í ^ "2 , 

Segundo caso, y'"" = ~ ^ , 6 y*"" -\- i = 0. 
Esta ecuación no puede lener ningiina raíz real ; pues eual- 
cpiiera cantidad real elevada á uoa potencia de ^rado par da un 
resultad» positivo. 

Ya sabemos (98) reducirá un grado mitad esla ecuación re- 
cíproca de grado par. 

Ejemplo. Sea la ecuación 

y" + 1 = 0. 
Partiendo e^la ecuación reciproca por y' , tendré 

Haciendo 

y suBlitujendo en la ecuación anterior el valor de íí* 4 — ^ , que 

«s 3^ — Ss , tendremos 

s» — 3s = O , 
rie donde 

2==0,2 - s/3,r -^ -\/¥. 



nt _ 

Poniendo sucesivamente en la ecuación [-4] éñ'íez de i sus 
falores » tendremos las tres ecuaciones 

v + i=o, 
v + i = VF, 

, + i = -\/3. 
La primera nos da 

la segunda 
y la tercera 






V = 



y — 



2 ■ 



Tercer caso. /'^ + ' = i ,ú >/"' -^'^1=0. 
SÍEndo e&ta ccuaciotí recíproca de grado impar , tiene unaé 
mas raices iguales á i ó — I ; y en efecto, esta ecuación liene ct¡- 
dentemcnte la raíz 1 , y no puede tener ninguna otra raíz real; 
pues en primer lugar una cantidad real negativa elevada á iina 
potencia degrado impar da -un resultado negativo, el cual no 
puede ser ¡í^ual á 1. En segundo lugar una cantidad positiva di- 
ferente de i elevada á una potencia cualquiera, da también «11 
resultado diferente de 1. 

Dividiendo su primer miembro por !/ — 1 , se reducirá al pri- 
mer caso de las ecuaciones recíprocas. 

Ejemplo 1 ." Sea la ecuaciou 

Partiendo su primer miembro por y — ■1,6 igualando el t9* 
cicntc á cero, tendremos la ecuación 

!/" + y' + y^ + y + 1 co- 
para resolve resta ecuación recíproca, partamos su primer miei*j 
bro por y' [98), y tendremos 



^ Lien 



(,.:+_L) + (,+ n + ,=o. 



Hagamos 



y por consiguiente 
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" + 7 = ^ 

I 

..i I ' 1 a . 

íf-h^-^ -2, 



[A], 



y soslitujeodo estos valores en la ecuación propuesla» seri 

3^ — 2 + 2+1 = 0, 
ó S' + £ — 1 — 0. 

De aqai resulta 

d 

Sustituyendo sucesivamente estos dos valores en la ecuación [A]^ 

y despejando la y , tendremos 

— 1 + \^±\/iO + 2v^\Cí 



í/ = 



y = 



4 



— \ - /5"±\/l0 — 2\^\CT 



4 



Ejemplo 2,° Sea la ecuación 

y'==1,óy'-l =0. 
Dividiendo e! primer miembro por y -— i , é igualando el co- 
ciente á cero, tendremos la ecaacion reciproca 

t/' +/ + / + y^ + !í" +3 + 1 = 0. 
Partiendo esta ecuación por y^, será 

J' + s' + 9 + f+} + ^+Jr = 0. 

o (.'H-^) + (v + ^)+ (, + })+. =0. 

Haciendo 

, 1 

y + — = 2, 

y por consiguiente 

y'+Í5 = 2'-2. 

y 

/ + — . = ^* — 2¿ — r = 2' — 3í, 
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y sustituyendo, resulta la transformada de tercer grado 
s' + ;' — 22 — I = 0. 
liGsolviendo esla ecuación, cuyas raices son todas reales (86), I 
lentircmos por la ecuación [A] los valores de y. 
Cuarto caso. Sea la ecuacioQ 

d y»'" + ' + 1=0. 

Esta ecuación reciproca es de grado impar, y por tanto ten- 
drá una ú varias raices igoales á 1 ú — 1 ; y efectivamente dicha 
ecuación Llene la rai?, real — 1 : dividiendo su primer miembro 
porj- -f 1, se reducirá al primer caso de las ecuaciones reci- 
procag. 

Nota. Obsérvese que esla ecuacioD ea la transformada en — j 
de la ecuación 

^'- + '^-1=0 
del caso anterior. 

102. Las ecuaciones transformadas que han resultado en lios 
ejemplos propuestos haciendo 



? + 



han tenidOj después de eliminar la y, todas sos raices reales; 
esto se Tcrifica siempre, según lo indica e! teorema siguiente. 

La ecnaeion en z , que resulta de la elhninacio?i de y etUrela ' 
ecuación y" z=±: \ [despojada de sus raices reales i i/ — i, «j 

i 

las tiene) y la y + — ^ z , tietie todas íuí raices retílís, 

y 

Ed efecto, sabemos {Trig, H6) que toda cantidad imaginaria i 
tiene la forma a -f- 6v— 1; luego si esta cantidad es uno de ios j 
valores imíiginarios de y, a — 6v— 1 será otro de sus TalorW! 
imaginarios (34): luego 

(a_6V=í)" = +:l: 

multiplicando ordenadamente estas dos igualdades , y observandcij 
que los signos se corresponden, resulta 

y como a' + 6* es una eaniidad real y po&iliva, resalta 
a' + 6» = l. 



U5 

EsEo supuesto, teoemog 












pero, stígan acabamos de demostrar, es a' -j- ^* ^=^ ^ » luego 
s = ¡X + €V— í + a — SV— í =^ Si^ , cantidad rea!. 

Nota. Para la resolución trigonomélrica de las ecuaciones 
bÍDomÍ35 puede Terse el Complemenlo de nuealro traLado de Iri- 
gonomeLria. 

CAPÍTULO ni. 

Resolución algébrica de tas ecuaciones de tercero y otario grado. 



INTROCIICCION. 

103. Resolver algébricameiiie una ecoacion es hallar una fór- 
mula que dé los valores de la incói^nita cu función de los coefi- 
cientes í!e la ecuación. 

Las ecuaciones de los cuatro primeros grados son las únicas 
quesepuedenresülver algébrtcameTite. Ya hemos visto en la álge- 
bra elemental las Fórmulas correspondientes k las ecuaciones de 
primero y segundo grado : acLualineute nos proponemos liallar 
la& fúrmulas correspondientes á las ecuaciones de tercero y cuar- 
to grado. 

AbtÍculo 1." 



^1 



Ecuaciones de tercer grado. 



104, Toda ecuación do tercer grado puede reducirse á la 

forma 

,^s _f. 3p^ _|_ g^ ^ O |-í]^ 

Para resolverla, tratemos de íiallar una ecuación que tenga 
la forma fie la ecuación [1], y de la cual pueda deducirse el va- 
lor de la incúgnila en l'uncion de los coeficientes. 

Elevemos can este olijelo al cubo los dos miembros de la 





ecuucton 

siendo y, z dos ¡iidelprniinadiis, de las que dispondremos segnn 
nos convenga, j tendremos 

x' ^ y" 4- Zy^z 4- Zyz* + s\ 
6 X* = Zyz {y -\- 2] -{- y' -fs', 

fi !=' — 3i^rx— (y' + 3=)=0 [2]; 

esta ecuación tieuB la forma de la ecuacioo [\1, y en ella es 

Esto supa&sto, ideDllñquemos las ecuaciones [\'] y [2], para la 
cual haremos 

y2:= — p, 

y sí de estas dos ecuaciones podemos deducir el valor de jf y el 
d6 z , su suuia s6rá el valor de la íucógnita x. 

Para resolver estas dos ecuaciones j elevemos al cubo la pri- 
mera, y tendremos 

Conocemos, pues, la suma y el producto de las cantidades t/' 
y z% y por tanto estas cantidades son raices de la ecaacion 

u' -\- 'iqu — p' = O , 

que se llama la reducida de h ecuación propuesta. 

Como y' y z^ onlran siméídcameute en las ecuaciones, es in- 
diferente llamar j/^ al primer -valor de w y *^ al segundo, ó al 
contrario. 

Por eonaiguiente i/ ^^ q -\- v'^'+p*, 

de donde 



^\/-^^^í7Tp\ 



^y/„5_vy^:^\ 



Lo primera de estas dos cantidades radicales representa una can- 
tidad cuya tercera potencia es — 9 -}- \/ (/*+/)*, y va se sabe que 
hay tres cantidades diferentes que lícoon esta propiedad (100, 2."). 
Nosotros entenderemos quo esta cantidad radical representa el 



«7 



valor principal de la raÍ2 cúbica de — g + V^HV {-Aíj^í&rfl eífií- 
mental M 8 , Nota, y Comf'l de la Trig. 1 i 3, ^"ota) . 

Si llamamos a á la espresion ~ 



2 



-, raíz cubica ima- 



ginaria dfi !a unidad > será a' la otra raiz cúbica imaginana 
n Yz!—, como es fácil comprobar; y por lanto los irea va- 
lores de y serán '■ 



= \/-9 + V?4?"% 



y=ct\^-q-{-^'7+p\ 



,= aY-9-|-v/ÍM^%- 



des será D 



Z= \/-q-yÍ9^Wr 



z = a\^-q^\íq'^p\ 



■. — a}sJ—q—\¡ 



t-vv'- 
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Habiendo hallado los ratores de i/ y los de ^, sa suma dos, 
dará los valores de x: pero , si sumásemos cada uno de los va- 
lores de y con cada uno de los de s, resultarían nueve valores dife- 
rentes para jr. Mas, si observamos que el producto de los dos 
valores de y y de £ debe sor — /)» todas aquellas combiflaciones, 
que no satisfagan á esta condición , deberán desecliarso. 

Multiplicando el primer valor de y por el primero de s, so 
producto es 



V'9^-W*+P')=- 



Pi 



luego 



¿p 



= y- 9 + v^?+? + v - 9 - \'^?T?. 




MultipUcaDdo el primer valor de y por el segundo de z, el 
producto es — aji; luego dicha combinación debe desecharse, 

Igoalmente se verá que las combinaciones del primer valor 
Aty con el tercero de 2^ del segundo de y con el primero de z, 
del segundo de y con el segundo Je z son malas. 

Multiplicando el segundo de y por el tercero de z^ el producto 
es — a' p = — yj, por ser a* =^ I ; Inego 



Las combinaciones del tercer valor de y con el primero y ter- 
cero de 2 son malas ; y es buena la dcL tercer valor de y con el 
segando de z ; luego 



•S UísCiMÍOrt de ías mices de la ecuación de tercer grado. 

Í03. Llamemos, para abreviar, í y í' á las cantidades radicales 



V/ — y+ V'í'+í»' y W — g—V^'-t-pS pongamos en lugar de 

aya' sus Talores, y los tres valores de a; serán: 

¿r= i + i' 

í J. í' í _ (' j — - 
9 




w 



Esto supuesto, pueden suceder tres casos: 
1.^ í'+/ > O, 
í' + p' = O, 



[C]. 



2/ 

5." 9' + /)^ < 0. 

Primer caso. Si 9' -f- p^ > O, los valores de í y í' son reales, 
y por tanto la ecuación propuesta tiene una raíz real y dos ima- 
gÍDarias. 

Segundo caso. Si g' -J" p' ^0» será í^^í'jy por COflsiguíeu- 
te los tres valores de x son: 

¡c " 2/ :^ 2 sl^q, 

Sj 



r ^ — t — — \P^- 

es decir, que en este caso la ecuación liene sus tresraices reales, 
dos de ellas iguales, y portante (73, Coral. 1.°) la ecuación ten- 
f4x^ sus tres raices conmensurables, si p y 5 son conmensurables. 
I Tercer caso. Sea 9^ + p' < O, lo que exige que p sea nega- 
tiva , y el valor absoluto de p^ mayor que g*. En esle raso las irea 
raices están complicadas de imagJDarias; pero es fácil demostrar 
que las. tres son reales. 

Eü efecto, sea 9* + P^ = — ú*, y por consiguiente 
.3 



í = y/-9 + SV^, 



i' 



^Y/_^_éV=i. 



Masírriff. US, 4.°) 



y/— q + b\P^ = a-}- 6\PÍ , 



por consiguiente [Trig, i 16, A'oía) 



/—q _5\/rí=.fl_6V^; 




UD 



í -f. í' = ífa , 

tnego, sustílayendo estos valores en las fórmulas [A]^ [B]j 
[C], tendremos 

íP := — a + 6\Cí V^ = — a-\- 6\/37 
a: — _ o _ 6^C:í ^Cg" = _ a — SV'r, 

cantidades reales. 

Nota. En este caso, llamado caso irredudbk, las fórmulas 
que hemos liallado, no son de utilidad inmediata para Iiallai- loa 
valores de la incógnita de ijiia ecuación particular, que se halle 
en dictio caso. Es menester entonces valerse de los mí"todos espli- 
cados on la resolución de las ecuaciones numéricas, 6 bien, 
transformar por medio de la fórmula de Moivre dichas fórinulas 
en otras equivalentes, como lo veremos pronto. 




tí i 



Artícdlo 9." 

Ecuaciones de cuarto grado. 



I 



■ i06. Toda ecuación de ciiarto grado puede ponerse bajo 
la forma 

, X* -\- 4j03^ + Sqx -\- ^r — [1]. 

Para resolver esta ecuación, procuremos hallar una ecuación 
que tenga esta forma, y de la cual pueda deducirse el valor de 
la incógnita eu íuncion de los coeficientes, 

Elevemos, con este objeto, al cuadrado la ecuación 

x = y -}■ z -\-u, 
y tendremos 

£5» = y» + s' + «' + 2 {yr -I- y« -f- z«), 
6 í» - (í/' + 3» + «^)= 2 [yz + ííM + zu). 

Elevemos a[ cuadrado esta última ecuación, j tendremos 

S{ifsu -^ yz*tí -i- yzu^) , 



I 



-W^'+yV+^'w^ 



}=0[2]. 



I 
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[Esta ecuación tiene la forma de la ecnacion [1] j y en ella es. 

a; = y + z -\-u. 

5sto snpuesto , identifiquemos las ecuacioaea [\] y [9] ; para lo 
[cnal , estableceremos hs ecaacioaes 

j '/ + =' + w'=-3i», 

'y si (le estas ecuaciones podemos deducir los valores de y, s y w, 
lu suma será el valor de úc. 

Para resolver estas tres ecuaíiones, simplifico en primer lu^ 
gar la tercera , poniendo en vez de y' + ^' + u' su valor — 9p; 
y entoQces la tercera ecuación será 

1 ademas elevamos la segunda al cuadrado, tendremos 



fz'u' = q\ 



De modo que conocemos la suma de cantidades íf, z* y m', h 
suma de sus productos binarios, y el produelo de dichas canti- 
dades; luego (50) 1/% z* y u^ son las raices de la ecuficion 

í' + 2;>i' + {p' — r)£ — ^' == O , 
jue se llama la reducida de la ecuación propuesta. 

Sean í', t", t'" las tres raices de esta ecuación: tendremos 

Habiendo hallado los valores de i/, 3 y w, su snma será ol va- 
lor de jp; pero si sumásemos de todos ]loa modos posibles tres 

1^ tres los seis valores de j/, jy «, resuUarian para x ocho valo- 
res direrentes. Mas, si observamos que el producto tfztt debe 
ser — í/, esto es, que este producto debe ser de signo contrario 

faal de q, veremos que, si q es positivo, dos de dichos vafores se- 
rán positivos y el otro negativo , ó bien los tres han de ser nega- 
tivos ; y si ly es negativo, en cuyo caso el producto yzu es posílivo^ 

■los tres valores btiu de ser positivos ó dos negativos. 



Laego^ en elcaso en qae dos raices de la redacada sean ima- 
ginarias, la ecuación de cuarto grado tiene dos raices reales y 
dos imaginarias. 



.1\\ 



CAPITULO IV. 



Rcsolimotí trigonométrica del caso tn^educible de las ecuacionei 
de tercer grado. 



. 108. La ecDacion de tercer grado 

se halla en el caso irreducible, siempre que p sea negativo, ; 
9* -I- p^ < 0. La ecuación do tercer grado eo el caso irreducible 
ti^p6, pues, la forma 

.-í' — 3pa; + 3? — O , 

siendo q cantidad posiliYa ó negativa ^ y 

í/ — p'<0. 

El valor deí (IOS) es en e&te caso 



t:=\^-q+síf^\ 
Ahora bien, 

— q-\- sít^^^ = — ^ + v9^' V^ \ 

ó bien [TrxQ. 114) 

— ? + /^—p^ =^ ^q*-\'p^—q' (eos cp + \/--í sen í^j), 

siendo ^ un ángulo cuyo coseno es 
Por consiguiente (Trig, i 13, 4.°) 

e = y/x/^/'cos -^- +\/3 sen -^ j , 
í = v9(fios-^ 4-\^sen^\ 





445 

Tenemos (TViy. 118) 



a. = cos-= — [- V— 1 sen -— , 
3 o 



(X* =: eos — — V— 1 sen 

3 . . 3 . 



Laego ' • " . 

6 to=^v/í^cos.^^.;f:.Vra9en?3^) (Trig. llS/í.*). 

6 IX" = nA7(cos^!^Í- _ sTi sen ?^) . 

Del mismo modo hallaremos 

í' = \lp( eos ^ — V^IÍ sen ^j , 

^a = V j)í eos ^7" ^ + \/--Í sen ^ ü" '^ ], 

.;». = v/í-("s — +-^ - fí sen^" + y) . 
Snstítayendo estos valores en las fórmulas 

i = ía + í'a', 
a; = ía* + í'a , 
tendremos 

x = \íp(cos^ + \C^ 3en^) + v^(cos|- — vCísen^y 



10 



iU 



x = 2 \/pcoi^ [R]. 



■ 

ó a; =:= 2 Vi eos í^^tl ' [S]. ' 

o 

HallaQdo, pues, el ángulo cp por la fórmula 

-^ ? ; • 

eos 9 =:--T=, 

las fórmulas [/I] » [S] y [7^ nos darán los valores de las tres in- 
cógnitas. 
Ejemplo. Sea la ecuación 

a:' — 4SÍa; + 20 = 0. 
Comparándola con la • 

a:' — Zpx + 2? =c O , 

esp = 5, g = 10; 9* — p' = — 28, y por. tanto -esta ecna- 
cioD se halla en el caso irreducible. 
Tenemos 

—.ICIO'" . . 
coso =^ ■■ > — ,• 

Vm 

restableciendo el radio de.Ias tablas. 

Gom«, según esta espresion, 9 > 90", haremos 

<p = 90 + <p' {Tñg. 30), 

y por consiguiente : 

, .10.10" 

sentp' = — rrrr- • 

Vi2S . 



ffí 
< ' .Cálmlo pata Ao/^'r-Y': 



■ il ■ ■ 

lógV¡25= 1,048455a 
. . I«g8eny'= 9,9515450, 

Por consiguiente tp' = 6S°'26' ffV 

y tfi =15^26' 6", 

luego 2Tt 4- 9 = 513" 26' 6", 

■' _ . I = S.ÍV8'42", 

3 

■ ■ ■ . ?!^ =47r 8'42", 

o 

?!^^ = 68°5ri8". 

„ r~ eos (51" 8' 42' 

restableciendo el radio de las tablas. 

€08(8" Sr 18") 



Lnego 



- ¡c — 2\(5 - 
X = 2X^5 . í 



■cos(68"51'18") 



Calculo -para el primer valor de \. 



Iog2 = 0,5010300 

logV^ = 0,3494850 

loe eos (51" 8' 42") = 9,7974901 

209 



I og a; = O .hht&^WÍi , X ^ ^^iSS^^ - 



US 

CMetth para la segunda rait. 



log 3 = 0,3010500 
logVS = 0,3494850 

!ogcos(8"51'!8")=9,9447886 

6 



log(— x) = 0,64S3042, — * = 4,4188. a; = — 4,418 
Cálculo para la tercera raíz. 



log3= 0,5010500 

log V5 = O,34948S0 

Iogcos(68*íif I?.") = 9,5371707 

■ 109 



log íB = 0,9076996, a; = 1 ,6132. 



f • 



LIBRO QUINTO. 



SERIES. 



r 



n 
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CAPITULO L 
Convergencia y divergencia de las léria. 



109 ijE llama xérie un polinomio de inSnilos términos, los 
cnales siguen una ley constante en su formaf:ion. 

Una serie se llama canvergenle cuando el valor absoluto de la 
suma de los infinitos tÉrminos que siguen á los wprimeros, puede 
acercarse á cero en menos de cualquiera canlldad dada, siendo n 
inn grande como se quiera; ó lo que es igual, cuando el error, 
por defecto 6 por esceso, qne se comete lomando por vaJor de la 
serie sus n primerea términos, puede ser menor que cualqni&ra 
cantidad asignable, siendo n sulicientcmente grande. 

Las sfiries que no satisfacen á esta definición, se llaman diver- 
gentes, y no son de ninguna utilidad, porque no dan valores apro- 
ximados de su valor total. 

UO. Una progresión geométrica decreciente y continuada aU 
infirtilo es ima serie convergente , y una progresión geométrica 
creciente continuada al infniío, es una serie divergente. 

1.° Sea la progresión geométrica decreciente conlinuada al 
infinito 

a,aq, aq\ aq^ [4]. 

La suma de todos los términos qae siguen á Los n primeros es 

«?" + a9'^^^4-< + '-h 

Siendo esta última serie una progresión geométrica decreciente 
continuada al infinito, la sama de sus infinitos términos e^ 

i — if 

Como suponemos que q ■< ^, creciendo n indefinidamente 
dicha suma ó error puede acercarse á cero cuanto se quiera; lue- 
go lasérie [i] es convergente. 



2." Sí í > I, el término general Étq-* va creciendo indeíiniíli- 
mente, y por tanío la suma Je los tiirminos siguientes t los n pri- 
meros va creciendo sin fia, y por lo mismo la progresión [A], en 
que q > 1, es una súrle divergente. 

11 1 . Según la definición, es condición necesaria, para que um 
serie sea convergente, que la buma de los lírminos sigiitentesS 
los n primerüs, areiiilo n indcOúidaraciUe grande, se scernue a 
cero cuanto sg quiera, y qoe por lo tanto, y con mayor razón, cada 
uno de los términos de dicha suma se acerque también á cero en 
menos de cualquiera cantidad conocida: esta condición necesaria 
no es, sin embart;o, suficiente, para poderasegurarquc una sérií 
es convergente; porque verificánidose ella, quizá fáltela condición 
principal de que la suma cb los infinitos tí^rminos siguientes a los 
n primeros se acerque indeüo Idamente á cero, creciendo n. 
Tojnemos, para ligcerlo ver, la serle 

1 * 1 J. 

cuyos ííirminos van disminuyendo, y pueden llegar, siendo sufi- 
cientemente lejanos del primero, á valer menos que cualquiera 
cantidad dada. 

1 
El término que en esta síirie ocupa el lugar raes —,y la suma 

de todos tos términos siguientes es 

1.1.1 1 i 



+ 



+ . 



+ + elc. 



»-fl'ft + 2'n + 3 ' 2n' 271 + 1 

La suma de los n primeros de estos quebrados, que es 

1,1, 1 

n + 1 ^n + 3 ^ ^ 2n 
1 
es mayor que -5-; pues si todos estos quebrados fac&en iguales 

1 i t 

al — , la suma serla b x ^= -g-; pero como todos los quebra- 

dos anteriores al ^ son mayores, que Él, se inOerequedicha suma 

■ 1 
esmaíorque — ■ 

Queda pues demostrado que la suma de los lériuinos siguien- 
tes á los n primeros de la serie propuesta no es menor qne etial- 
quiera cantidad dada, creciendo n indefinidamente, y que por 
io tanto dicba serie 03 divergente . 



15) 

ii'3. Si los lérmtnos áe una sé'ie contados hdda ía derecha 
desde el que ocupa un lugar cualquiera m, forman una serie con- 
vergente, la serie total será también convcrgetite. 

En ofecio , sí llaraamos E al error que se cómele en la sév'ie 
parcial tomaüdo ¡»or valor de la mis.ma sos n primeros lúrminos. 
Escrh el error de la serie lotnl innianJo por su valor la suma de 
los in + n primeros U'rminos: mas, por ser la serie parcial con- 
vergenU;, es ^ menor qne cualquiera oanlídad dada; luego la se- 
rie tola! es tambleí] eonvergénte, 

115. Una serie cuyos términos nu íiciieu nittguna permanen-^ 
cia de sigilo^ y van disminuyi-ndo continua é inde/iitidamente, es 
convergente^ 

En efecto, sea la serie 

en la cual los términos raa cambiaDclü de signo constantemciiCe, 
y disminuyen conlínua ¿ inJefinidanieiite. 

Supongamos en primer luyar c|ue « es par. 

La suma de los términos siguiíinles k los n primeros, O cl 
error, es la canlldad positiva 



'« + 1 ('n + í ''í + í) ('" + * 



+ 0) ' 



i+r 



la cual es menor que t^.^, porque es la diferencia enlre r^ 
Ja suma de una infinidad de canUdades positivas 

Como, siendo n snficienlemenle grande, el lérminoí^/j si- 

guíenle á los n primeros, puede llegar, segini la suposición, i 
ser meuor que cualquiera canltdad ilaila , se iiiliertí que el error 
qae se comete tomando por valor de la sírie los n primeros tÉrmi- 
DOs, puede llegar a ser (con mayor razou) oienor que cualquiera 
cantidad asignable , y que por tanto la serie es convergente. 
Si n es impar , la serie será 



'i-^+^-í. - 



■1 + 'ii + S 'íi+J + •" 



y por consiguiente el error por esceso e9 



'„ + .-'nM-S + ' 



« 4. 3 %j 4. i' + ■ • • ■ > 



y se demuestra como en elGasoiínterior, que este error es menor 
que el primer término l^_^,■.i es decir , miínor que cualquiera can- 
tidad dada. 
Nota, liemos demostrado quo en esta séríc el error ajiá sa 



comete tocuiíudü por valor de la serio ua cierto Díimero de téruú- 
DOS, es. menor que el lérmlüo siguiente. 

1 1 i i ' i f 



Asi , la serie - + -_- — 



+ y- 



4 ' S 6 

es convergente, pues coatinnaodo esta serie snücienlemente, es 
claro que se llegará á t¿rmirios menores que cualquier cantidad 
dada; t si por ejemplo tomamos por valor de la strie los íOO pri- 

i 

meros términos , el error será menor que ykI' 

luí 

414. Una serie ciiijQs términos son respectivamente meitoret 
que los de una progresión geométrica decreciente y coníiniiadff 
al infinito, es convergente. 

Pues por ser la progresión ana serie convergente, la STima de 
los términos siguientes á los « primeros puede acercarse á O 
cnanto se qniera ; luego con mayor razón la suma de los términos 
siguientes á los ti primeros en la serie de que se trata , será me- 
nor que cualquiera cantidad dada; luego dicha serie es con- 
vergente. 

Nota. Para hallar el limite del error (es decir, un número 
mayor que el error, pero tan pequeño como se pueda hallar) que 
se comete tomando por valor de una serie de esta clase los n pri- 
meros térm.lnos , no liay mas que hallar el error, que puede ha- 
llarse exactamente , de la suma de los n primeros términos de la 
progresión geométrica , j este error será mayor que el de la serie. 
Asi , la serie 

1 i i i 

, a"' fl(ft+ I)' a(:n+1)(a + 9)' n(n + l)(a + 2)Ca + ó)"/"' 

en que « es entero y positivo, es convef gente; pues sus términos, 
prescindiendo del primero, son respectivamente menores que los 
de la progresión geométrica 

1111 

1 

El término que en esta aériD ocupa el lugar n es — , y la su- 

ma de los siguientes , á saber 



,"+1 



i 

a 



será el limite del error de la serie propuesta. 
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i 1i^. Si los lérminos de una serie, contados desde uno cuaí- 
quiera á la derecha, son lodos positivos, y la razan de cada -uno 
de esios al inmediato anterior es menor que un número t < 1 , dt- 
cha serie es convergenle; y si la razón de cada lérmino al inme- 
diato anterior es m(i¡forque I, la serie es divergente. 

i.'* Sea la serie 



K< 1 'l 3 's' 'í 



y sea í^_j,, el término desde el cual en adetaníe todos son positi- 
vos, y la razón de cada uso aL iamediato anlerior es menor que 
f < 1 : tendremos 



^ 



< 1 , 7 < / , < /. 



y con mayor razón 
vemos q«B tos términos 

son respectivamente menores que los de la progresión geométrica 
decreciente y coatínuada al iniinilo 

t^y.l,t^y.i\t^xl* i 

luego (114) la serie 



n + l» 'ii + i 



rt + 3" 



63 convergente; luego (H2) la s&rie propuesta también lo es. 

2.* Supongamos ahora que la razón de cada término al ante- 
rior sea mayor que 1 : en este caso desde qae los términos de la 
serle empiezan á tener esta propiedad, dichos términos van cre- 
ciendo, y por consiguiente la serie es divergente (111)- 

íj, [CAPÍTULO II. 

" Desarrollo de las funciones simples de una i^ariáble en gérie. 



Il6. Dos series idénticas de una variable ííeJteíi iguales lo$ 
coeficientes de las mismas potencias de la variable^ 
Supongamos que se tenga la identidad 

a + frí + Cí' + dx^-\-... = ;t + Zfa: + Cx* + Dx* +..., 
en la que los coeficientes a, í», c, ri,..., A, B, C-, D,... son inde- 
pendientes de x; digo que 

a^A,b = B.c = C.d—D. etc. 



I 

r 



En- efecto, ñanAó i^nesta identidad it x ari valor cualquiera, 
tos resultados iscrán Igualen; daado puüs & x el valor O, resalla 
a = A; y por consiguiente 

bx -\- ex* -J- dx'' + „, =^ fljr -1- fV-|-2)a:' + .... 

6 partiendo por jr, 

b -\-ex +da;' +... = B +Ca; + /)x»+ ..., 

j haciendo j: ^: O, resulta 6 ^^ B; y asi de los demás. 

Este leoriCTna equivale al siguiente: 

Si una serie es igual á O, todos los cotí¡icientes de las difeTcm- 
tes potencias de la variabte serán iguales á 0. 

Pue^ si 

A + Bx -\- CsE* -{- Dx' + ^0, 

y damos 3 k el valor O, los rcsulíados de los dos miembros de 
esta idí^ntidad serán iguales; lue{;o -'1 ^^ 0. Dividiendo por x los 
dos miembros de la idenúdad que queda, y hacieado en seguida 
se=^0, resulta ií ^^ ü; y ísi sucesivamente. 

117. Regla general para desarrollar una función simple de 
una variable en sírie de potencias de la variable con esponentes 
enteros y positivos. 

IguSlose lafuncion álasfrledococficieutes incóí^fnitos^ú ínáe^ 

íerminadoSf A -\- Bsc -\- Css^ -\- Dx^ -\- Eé + ; hállense las 

derivadas de los dos miembros de la idenLidad establecida , y re- 
sultará una nuera Jdenlídad, puesto que dos cantidades idénticas, 
tienen una misma derivada. Con esta segunda identidad ejecútese 
la misma operación que con la prímers, é igualmeDte con bs 
(lemas identidades que vayan resultando. 

Dando en seguida en toda» calas ideotiüades á la variable el 
valor O, se hallaríin fácilmente los valores de los coelicienlea íttr 
determinados A, ÍS, C^... 

Apliquemos esta regla á varios ejerafdos. 

118. Desenvoit^ci' la fxmñon (1 -\- x)'° en séñc , siendo m un 
numero cualquiera-^ ó sea demostración general de íafónnufa dei 
hinmnio. 

Haremos, según la regla, 

(1 J^xY = A -\-tíx-\-C3c^ + iJa;^ + ¿V + f ¡c=' + , 

y derivando los dos miembros do esta identidad , resultará la 
nuera identidad, 

mi) + a-f -' = B ^Wx-{- ^Dx^ + iEx^ + SFa?* + 

Volviendo á derivar esta identidad y las domas que vayan resul- 
tando, tendremos 



m(ffl— l}(»n— 2)(m— 3}(l-fiB}'"-*=2.5.4ff+3.3.4.SFií;-¡-... 

etc. 

Dando ahora en toflas estas identidades á x el valor O, resolCar&n 

3) 



f luego 



p «*C«i — í){ní — 2)(ni 



', etc.; 



(1 Hh a;) = + + m^ -f- — ^ 'x* + — ^ ¿i -—^ x* 

2 si. ó 

J.5.4 



De esta fórmula, poniendo en vez do a? — , se dedlicirá esta 



otra; 



(j, 4- aT = a:'" -I- mx"- 'a + '^&^ i-l^-'o» + 



;«(m-1)(m-2);^_,^,^_ 



a. 5 



m; 



>•««■ 



y así queda demostrada la fórmula de NewtoQ en todos los casos. 
Si m ea enlero y pusiüvo, el segundo miembro de la Fúr- 
mnlá [A] tiene m + 1 lérmlnos» y el último de estos es íc'"'; el 
segondo miembro de la ffirmula [B] tiene también in -(- t tér- 
minos, siendo el último término «"". 

■ El segundo miembro de cualquiera de estas dos fórmulas, de 
la [j1] por ejemplo, es una serie en los casos en qnc m no es 
enteio y positivo: veamos cuándo será convergente esla serie. 

El Cérmioo que ocüpu el lugar 7i en el segundo miembro de 
la fórmula [A] es 

m(m — i}...(m — « -|- 1) 

j.é\ siguiente es 

in(m — í]...{m — n 4- l){m — w ]^^ ,_ 
i.%i.~.n{n + 1) 




Por grande que sea e] valor absoluto dem, existfi en la sfiris 
ua térmÍDO bastante lejano del primero para que los valores ab- 

solatos de las fracciones ^ y— sean menores que cualauiera 

íi n 

canlidad ; luego desde aquel termino co adelante la razón 

m 

Y >í — X (menor que x en valor absoluto) se diferenciari 

n 

de — ¿c en tan poco como se quiera. 

Por coDsiguienle , si a; es positivo y menor que 1 , la razoo 

■01 



n 



1 — 



n 



X — ar llegará á ser negativa y menor en valor absoluto 



1 + 
n 

qne 1 ; laego todos los términos siguientes cu la serie irán áisi- 
minuyendíi indefinidamente en valor absoluto, y cambiarán alter- 
nativamente de signo ; .lu-ego (n3) la s-érie será convergente. 
Si í.es üegativo y menor que 1 en valgr absoluto, — x será un 

numero positivo menor que i : la fazon —_ — ^ x — x será po- 



1 + 



n 



sitiva desde que n > m; y por consiguiente desde el término en 
que esto se verifique en adelante, todos los términos tendrán el 

n 

mismo sií?no; y pues [a cantidad — es desde qne n > íb 



n 



menor que i , la ra^on 



^ — 



< + 



m 



X — X será menor que una can- 



N 



tiíád menor qaé 4 ; laeco (Í1S) la serie s'erf -convergente. 

Si íP > 1 en valor, absoluto, llegará el caso de que los térmi- 
minos de la serie iráa creciendp constantemente, y por tanto la 
serie xerá divergente; es decir, que en tal caso el desarrollo de 
(I -j- x)"* no da' el valor aproximado de esta espresion. 

119. I}esenvolver en señe la fundón esponencial a^, siendo i 
un número positivo. 
Haremos 
a' = A + Bx -\- Cx' ^ Dx' -^ Ex' -\- F X* -^ ...,; 
j derivando , tendremos (17, 16y'23) 
k a* /a = fi + 2Cx + ZDx"^ -\- AEx' + SFx* -^ ■..•; 
y continuando la derivación, 

tt^ilay = 3.3ÍÍ + i.ZAEx +S.4.SFa:' + .... 
a%lay = 2.3.4E + a.S.i.S.fx + .... 



etc, 



i 



faciendo atora a; ^ O en todaa estas igaaldades, resultan 
= i. í - ia, C ^ -^, J) - -^, E -^ -g-g;^. etc. 



luego 



2''"' ■ a.S'-'"' ' 2.3.4 
S\a = e, será ía = íe = i , y por tanto 



r 



tía)* + etc. [A]. 



'•='+^+^ + £5+¿j+''"- 



Probemos que la serie [A] es convergente. 



(a^ía)" 



En esta serie el término que ocupa ellngarn ea — — . _^. i 



y el que ocupa el lugar n 4- 1 es 



[xlaf 



2.5.. .(n — O» 



: la razón de este 



xla 



al anterior es — , cantidad que puede aproximarse i ce 
n 



Haciendo i/= 1, será 



ía 



=-^ttH(l)'+K4)V--> 



+ 



)■ 



¡3 



Haciendo y = 2, 

Conociendo el logaritmo de 2, tendremos 

lir — 2Í2. 

Haciendo 1/ = 4, será 

¡6 = i2 + Í3. 
Haciendo j ¡^ 6, será 

Los logaritmos de los números compuestos 8 , 9 y 1Ü se ha- 
Harác fácilmente sumando los logaritmos de sns factores. 

Haciendo y = ^0, se iiallará el logaritmo de 1 1. 

Se contitiuará del mism.o modo tan lejos como se quiera, ha- 
llando por medio de la sftrie [F] los logaritmos de los números 
primos, y los de los compuestos por la adición de los logaritmos 
de sas factores. 

122. Nos falta ahora averiguiiT cnántos términos deben calcu- 
larse de la serie del paréntesis de la fórmula [F] para obtener 
el logaritmo neperlano de un numero en menos de noa parte alí- 
cuota cualquiera de la unidad. 

Hallemos con este objeto el límite del error que resulta to- 
mando por valor de la serie los n primeros términos. 

E! término qae en el paréntesis ocupa el lugar n, es 

l_ 1 

^n—\' "(27+1^" 
y por consiguiente el error (al que llamaremos E) que se comete 
tomando por valor de este paréntesis sus ñ primeros lérmiaos, é 
sea al error de la serle es 

1 1.1 i , 




- )• 




161 



i 



1 



1 



T+-.. 



Lnego 

9 

j como la suma de los términos de la progresión ger>mélrica inte 
rlor á este paréntesis es 

1__ 1__ 



(■xi 



! — 

seíá 



I 



C2J/+0' 



E < 



4/ + *!/ 40/* + v)CSí/ + 1)" 



i 



I III 



' 



y pues Tí es por lo menos 1, será con mayor razón, reemplazando 
411 + 2 por eJ cúmero G , 

E< 



6(s' + i/)(2y + 1)' 



1 



luego si el error final ha de ser menor que — , tendremos qne 

tiallar el valor enlero y positivo de n que satisfíiga A la ignalrlad ■6 
desigaaldad 

6 bien í ta igualdad ó desigaaldad , 



^ 0(y* + ;/)■ 



Este valor entero y positivo de n se hallará fácilmente forman- 
do las potencias sucesivas de 2?/ + 1. 

rigurfímonos, por ejemplo, (\ae se iralc de hallar ei logaritmo 
neperiano de 2, con 10 cifras decimales de aproximación. 

En este caso y ^ 1 , y como el error final ha de ser menor, que 

J 1 i 

2 ' 10.'" ^20000 OOOOÜU' 

tendremos que hallar el valor entero y positivo de n, qbe satisfaga 
á la igualdad ó desi^rualdad 

-_ 20000000000 .,„ , 



6.2 



,¿5' 



1666 6riC6(>6 
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Formanilo las potencias suresivas de 3 , se liallará que 3" es 
mayor que este numero ; luego %n — i ^ 3| , ú n ^ II ; cj 
decir que si calculamos once lOrminus de la serie del iiarúotesis 
con once cifras decinialles, para evitar en el resaltado final la acu- 
mulación de nrrores, y desprecinmos la nndácima, ó añadimos 
trna UDÍdad á la décima si la andí-cinia es ü ú mayor que S, ten- 
dremos el logaritmo neperiano de 2 con diea cifras decimales 
exactas. 

Ejemplo 2." Hallar el logaritmo neperiano de 29 con diez 
cifras decimales, suponiendo conocido el de 98. 

En este ra=.o t/ = 98; y para determinar el número de lér- 
minos que deben tomarse en la s¿ric, tenemos que hallar el va- 
lor entero y positivo de n que satisfaga á la igualdad ú des- 
igualdad • 
, „_, ^ 90000 000000 
^ > ^fi X 8T2 ' 

<5 57"-' ^ 410S090. 

Efectuando las potencias sucesivas d£ 37 , se halla que la cuar- 
ta potencia es mayor que 4105090 ; luego 

2n — 1 =i, 
y por consiguiente 

n ;= 5; 

Inego calculando tres términos de la serie con H cifras decima- 
les, se tendrá el logaritmo neperiano de 29 en menos do media 
unidad del décimo orden decimal. 

423. Construidas unas tablas de logaritmos neperianos, se 
construirán otras, cuya base sea diferente de la hase neperíana c, 
muliiplicaBdo los logaritmos neperianos por el módulo del nuevo 
sistema. 

El módulo del slsíem>a ordioarto con respecto al neperiano 



es 



I 



HO" 



Para multiplicar los logaritmos neperianos por el módulo, 
consiene reducir este á decimales, y cjecnlar en seíruiíla las mul- 
tiplicaciones ^ como se csplicú en (Afir Coínplcni. ^ y lOJ, 
. 1 2i Desenvolver san x ¡j cos\ eti serie de ^mtcndas dd arco x. 
1^ Haremos 

seuj: = A ^ Bx -\- Cx* -\- Dx" 4- Ex"- -f- fj?» +.,.., 

J ahora podríamos hallar los valores de estos ooeficientes por la 
regla general (117); pero se abreviará eslc cálculo teniendo en 



tea 

cnenta una propiedad del seno, á saber, que su desarrollo ei 
serie no puede contener término independiente del arco, ni po- 
lencias de esponente par del arco ; pues de otro modo, cambian- 
do el signo del arco, no cambiará el signo del seno , como tiene 
que suceder en virtud de la igualdad 

sen ( — x) ^ — sen ¿b. 
Haremos pues 

sena: — Bx -\- Dx* -j- /'V +....; 
■' aplicando ahora la derivación sncesiva, tendremos 

cosí =B + ZDx" + 5Fx* -f.. 

— sen3;= 2.3/)^ -^^ iJñFx^ +.. 

— cosiT^ 2.3/í -f 3.4.SfV +.. 
-f- sena;= 2.3.4.b./2! +. 

cosic= 2.3.4.5.F +., 

etc. 
Dando ahora á se el ralor O, resultan 

t 



B = 



luego 






1 



2.3.4,3 



I eíc; 



sen X ^ X — z—; + 
2.5 



X' 



2.3.4.5 



y como tenemos en la segunda ideutida el valor de rosa: ense- 
rie, será 

eos X = \ \- 



2.3.4 



que es fácil liallar directameate- 

Eslas fórmulas sirven (tara construir las tablas de senos y co- 
senos. 
^,,-, i 23. Desenvolver arctgj. en serie de potencias de %. 
\ Tampoco are tg x puede tener en su desarrollo término cons- 
tante ni términos en que el esponenle del arco x sea par, pues el 
arco cuya tangente es — ¿r se clirerencia en el signo del arco cnya 
tangente es a?; y no seria asi, si are tgi contuviera término inde- 
pendiente dex, ó a!f;un término en que x tuviese esponenle par. 
Hagamos pues 

arctgffi = ^3: + Bx' -f Cx* -\- Dx" -\- ...; 



tu 



por consiguiente (99) 



1 



1 -Ha' 



— A-\- ZBx* + aCT* + TDa:' + 



1 




Ahora , para no meternos en la denvacJoa sucesiva de — --— ¡, 

1 -f- ic^ 

qne es bastante pcs3(]a , í;cgoircmos el método indicaJo en la 

nota del número (120), es decir, que desarrollaremos en sé- 

ríe laíracion— -, que es la si^ma de los términos de la progre- 
■I -|-3r 

síon geométrica 

I — a;' -f a;* — a:' + .... 

cnya razón es — a:*. 

Tenemos pues la identidad 

por consiguiente 

^ = 1 , /í =: - i , C = 1 , Z» = ^ 1 , etc. ; 

iaego arclga; ^ 3! — -"+- — — + etc. [S]. 

3 o 7 

Esta serie es coovergente mientras qae el valor absoluto de 
tangente positiva ú negativa ir sea igual á \ ó menor que i ; pues 
que en tales casos los ténoiioos de la sOrie dismiauyen índeílnída- 
meote y sus signos van alternando fH3). 

í26. Esia serie es may adecuada para hallar la razón -n de 
la circunferencia al diámetro. 

Observemos que si el radio es 1, ti es el valor de la media cir- 

Tí 

cunferencia, y por consiguiente — - el de la octava parte de la cir- 

4 

cunferencia, ó sea del arco de 43"; luego tg — ^ í. Por coná- 
guíente, según la sÉrie, tendremos 
F arc.g1o_=.-_ + -j--^-+ 

serie convergente ()13), pero que eyígiria muchos términos para 
obtener una aproximación mediana. 

El modo de deducir con pocu trabajo el valor aproximaili> 

Je n por medio de la sfeñe \^S^, mü^í^U í^ti XmíCví tV mcq -- co 
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dos 6 mas arcos cuyas tangentes sean dadas arbitrariamente, todas 
menos una : esta se determinará fácilmente, en atención á que 

su arco respectivo es la diferencia entre — y la suma de los ar- 

4 

eos cuyas tangentes se dan. Conociendo .las tangentes de todos 

estos arcos, se hallarán por medio de la serie [S] los valores de 

los arcos, y su suma será el valor de — . 

4 



Hagamos, por ejemplo, 



— =3,-a + X, 



siendo ¿ el arco cuya tangente nos daremos: será 
y por consiguiente 



71 . 



-r — tgfl 

tga; = 2_. . 

i+tga 

Asi , si 

tgo = -2» será tg 33 = y. 
Por consiguiente 

La suma de estos dos arcos será el valor de — . 

* 

1 9 

Si hubiésemos hecho tga = — -, hubiera resultado Jga;= —, 

y por consiguiente 

* 10 5 VOJ """"b MO/ 




4SS 

se (juiera^ creciendo n ^uficiontúmente , 6 lo qoe v;^ igual, (f^e 
tiene por Hmile fli; luego (115) esta serie es convergente, cual- 
quiera que sea el vaUvr real de a. 

120* Desenvolver efi serie la función logarflmica l(i -f- x),. 

Haremos 

y demando, seri (18 Corol. y 21) 

— {{ ^x]-' = %C ^ 2.5PJ + ^.lEx* -f- *.SFa;" -F>..., 
3(1 +fl;)-'=2.3iJ -f- 2.5.4 £a; + 3.4.5ffl:*+ .... 
~ 2.3(1 + ar)-* = 2.3.4£ + 2.3.4. S/ffi + .... 
etc. 
UaeieDilo ahora ¡e ^^ O, resultan 

1 = 0, fi=l,6' = — i,/>^¿,£ = -i, etc. (a);,; 
y por conaiguienLc 

/Ci+.^} = ^----h^-^-f ."^[í^K 

sÉrie convergíate siempre q^c t < 1 (UZ), 

Para ha]la:r otra serie mas rápidamente coQTergcQte, muda- 



(a) Si Luliiésemos ilesarríjllada la es])resÍoa 



1 



cu serie, loque es fá- 




cil , haciéndose carRu de' tjiie, siendo Jt' < < , esta cantidad es la suma de los 
liiGiiiloB tériniiiu& iIg k [iru;jrti&í(mgeoiur:tnca decreciente y continuada al in- 
finita 

1 — X -\- X^ ^ X^ '{' (¡^ ~ x*^ -\- *.., 

resullodo que también puede olitenerse por la ilivisiotí ó desarrollando 
MHhr)-' |iur la íóraiiiJd del Linoiilio , ss liuLieran hallado facilniGHto las va- 
loría dfl los flaeficientcs indctcrminadcB; porque se hubícaen encoplrado 
dos sériea ídeiiliMs du una niisma variable (116). 

Lo mismo imedití de^ürse de cualquier oíi'q caso en que es posible espresar 
direrlanienle en serie de c'oeri!;¡piiltíficanoeÍLÍoSj ó ün serie de los coefiticntis 
inrógnilos propuistos, (a derivada de la función que se trata de desirrullar, k 
euM mcede umbituí fi» loi ojeuiplos primeros. 




•n 
sernos tü isla el signo do x, j leodreoios 

Los términos de egla serie soq menores en valor absoluto qne los 
de La progresioe geométrica 

:c -f x' + x^ + í* + .... 
la cnal es noa serie convergente cnando x < 1; luego la serio 
[X>] es cúTifergeuie (ti4)cQ3ado í <; J , j por tanlo representa 
á la esprcsiou Í(I — .r). 

Esto sQpaesto^ restemos ordenadamente las i^aldades [C]j 
[D], y tendremos 

Pñeslo qae_ — ^^^—> I, bagamos 






de «loQde 



2v+r 



y snsliliíjendo estos \aJores en la serie [E], tendremos, ob- 
servando qne 

Esta serie es convergente , pues los términos del paréntesis son 
menores que los de la progresión geométrica decreciente y con- 
tinuada al infinilo 



1 



\%+V"^V2y+0"'"Uy + 



+. 



I2i. Por medio de la serie [F] se calculan íácily pronta- 
mente unas tablas de logaritmos nercrianos. 



,j LIBRO SESTO. 

RESOLUCIÓN DE LAS ECUACIONES TRASCENDENTES-— MÁXIMOS 
y MÍNIMOS DE LAS FUNCIONES DE UNA VARI ABLE.— DESCOM- 
POSICIÓN DE LAS FRACCIONES RACIONALES EN FRACCIONES 

SIMPLES. 

CAPÍTULO 1. 

Resolución de loa ecuaciones lras(xndentes. 

127. Iboreha de Taylor para toda función algébrica ó tras- 
cendente de ana variable, que puede desarrollarse en serie (te 
potencias de la variable con esponentes enteros y positivos. 

Sea ^{x) la función, y Mx'" -\- Nx" + Paf +... la séríe en que 
se desarrolla dicha función, siendo tos esponentes de x enteros, 
positivos y crecientes , podiendo ser O el menor in de todos 
ellos. 

Dando á j; el incremento h , será 

«p(a; + A) == M{x + Ar + N{x + hy + P{x + hy +... 

Desenvolviendo los términos del segundo miembro por la fórma- 
la del binomio, se hallará del mismo modo que en (27) la iden* 
tidad 

^{x + h) =9(x) H- h ^'{x) + ^ cp"(.x) + ^ <p"'{x) + etc.. 

constando este segundo miembro de infinitos lérminos. 

i 28. Sea ^{x)z=0 una ecuación trascendente, siendo ip(x) des- 
arroMable en serie de potencias de x con esponentes enteros; 
positivos. Esla función, asi como cada una de sus derivadas suce- 
sivas, recibe un valorreal yfinito por cada valor real y finito dado 
á la variable x. Demos pues á esta valores reales y finitos, positivo! 
ó negativos, y hallemos los correspondientes de (p{x); tomemos en 
seguida desde un punto O de una recta indefinida ¡c'íf, hacia la de- 
recha, las parles Om,On, Op, Oq, Or,.., cuyos valores sean ¡goa- 
les á los positivos de x, y hacia la izquierda, las partes 0«, Oí,... 



cuyos valores soan iguales S los absolutos de los ncgaÜTOs dados 
á 37; ieiíaotemos por los pantos™,», q, I,,., hacia arriba lasper- 
pendicularesm^/, nfl'', q(],i'r,..& la recta-x'jc, y cuyos valores sean 
ignales á los valores positivos de ffix), y las perpendiculares 
pP, rR, sS,... LSciü abajp,y cuyos valores sean iguales álog ab- 
solutos de los nenaLivos de (p(a'); unamos ünalmeole poi; medio de 
una curva continua lósesLremos T, S, íl/, JV, P, Q^ A,.., de es- 
tas perpendiculares, los cuales pueden construirse tan próximos 
entre si como se quieran, y tentlremos uua curva TSMNPQfí, 
que llamaremos corresfonámüc á fp(,í)^ cür^a que se eslenderá 
sin interrupción alguna é indefinidamente á derecha é izquierda, 
y que no podrá retroceder en su curso , porque la función íp(ac), 
siendo por suposición déaarrollable en sírie de potencias de x 
con esponentes enteros y positivos, no tiene mas que un solo va- 
lor por cada valor de la variable x. 

Observemos ohora que los valores absolutos de tp(ac) son las 
distancias de los puntos de. la curva á la recta x'm\ luego en los 
puntos de intersección de estas Jos lineas los valores de ^[(o) se- 
rán goales acero; loc^-o los valores délas distancias de estos puntos 
al punto O, precedidos del signo— , si dichos pontos están á la iz- 
quierda del punto O, son los valores de x que anulan h <^{x)., ó to 
que es igual, son las raices delaecuacion tp(a;)=o.Por consiguien- 
te, después que esLc construida la curva correspondiente á la fun- 
ción <^\x), midiendo las distancias de los puntos di; intersección de 
esta curva con la recta x'x al punto lijo (), y tomando estos valo- 
res negativamente, si los puntos de intersección estfin á la izquier- 
da de este punto Ó, se tendrán (aunque no pasará de una aprúxi- 
maclon grosera) los valores de x que anulan A t^\x).. 

129. Por medio tío la curva correspondiente ala función 9(01) 
se ve claramente que -sí dos números <i y h sutti imidos en vez de x 
en esta función dan resullados (f>(a) y (p(b} de signo contrario , La 
ecuación tp[\) = O llene un número impar de raices reales com- 
prendidas entre a íí b ; y f/we si los restUlados tp(a) y ^{h) limen 
el mismo signo, la ecuación icfidrá un mimero par de raices rea- 
les comprendidas entre ayh, ó no letidrá ninguna r<iiz compren- 
dida entre estos dos números. 

loO, Esto supuesto, para resolver la ecuación tp(r)^^ o, sus- 
tituyanse en vez de x varios números, basta que encontremos 
dos ay t) (suponemos que íj < 6) que den resultados íp(íi) y <f (6) 
de signo contrario : la ecuación tendrá, segunelteorema prece- 
dente, un número impar de raíces reales mayores que a y meno- 
res que 6, Ko tendrá la ecuación mas que una sola raía compren- 
dida entre a y b, si la derivada ^'(x) es constantemente positiva 
ó constan temen te negativa desde x=a hasta x = b; purs en l'1 



primer caso sabemos (íl6) que la faucioo íf(3:) e* eonsLantemenlo 
crecicnle desde -f (a) liastatp(&), y pasará por consiguiente por cero 
t!e negativa á positiva; y no pasarS por cero mas que una sola 
ve?, desde x ^: a hasta a; = O, por ser constantemente crecieüle 
CDtrt; estos limites. En p\ segundo cas-o, es decir cuando '^'(x) c^ 
constantemente negativa desde 9'(a) hasta (f'(i'), la función iri 
disminuyendo desde <p{á) liosla '^(h), pasará por consiguienLu 
por cero de positiva á iio^iiLiva, pero solo uua vez entre dichos lí- 
mites, 

Si la derivada ^'{x) varia de aiguo entre los limites <&'{a)y 
^'{b\ no podremos asegurar que la ecuación leuga una sola raíz 
comprendida entre o y 6, porque, si bien este caso es posible, 
también puede suceder que la ecuación tenga tres, cinco, etc. 
raices mayores que a y menores qcie b. En tal caso se sustíluirá 
en 9(x) un número c intermedio entre (ly h, y si entonces ^[c) 
es de sigüo contrarío á ¡pC^) ^ ^ VC*) (supongo que es de signo 
contrario á ^(a)V y íp'(x) es constantemente positiva ú negatifa 
desde !p'(ff) á (p'(c), no habrá mas que una raiz mayor que o y 
menor que c. Si ^'(t) cambia de signo desde íf'(«) k ^'(c), se 
sustituirá en 9í>t) otro número intermedio enlre a y c; y conti- 
nuando del mismo modo, se liaUarán dos números que no com- 
prenderán mas que una sola raiz de la ecuación (a). 

131. Cuando se liayan obtenido dos números entre lóseosles 
se halle comprendida una sola raíz de la ecuación, podrá conti- 
nuarse su apróximíic-ion por el nii^lodo de los siistitycioEes lntí> 
medias; pero si los dos números que comprenden la raiz , se 
diferencian poco , sera preferible, en general, coniinuar la aproxi- 
mación por el método de Newíon; cuya esplicacion vamos á 
dar, aunque se diferencia poco de la que dimos en (95). 

Sea la ecuación <p(a:) =: O, ncl valor aproximado de ít, yla 
cantidad que falta á la a para ser raiz de la ecuación : tendremos 

ó desarrollando esla espresion por el teorema de Taylor, 



9(fl) + ^'{a).ij 



f-^^-^f^--=o^ 



Supongamos qnu y sea una cantidad bastante pequeña , para 
que las potencias y , y^... puedan despreciarse sin error notable: 



(fl) El modo de soparar las raicea^ que acabamos de eaplicar. puede apli- 
carse igualmente á las «uaciones al^t^bncas-, y evitar por lo tanto el tener ipn.' 
recurrir al mélodü cía separación de lus'raici-'s inconmciiauraliles (^spijcadü 



en(&7). 
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leñaremos aproíimaHamente 
de doD(l& 

es decir que sí se /ia hallado un uaíor (i;fJíOiri)Jifldo de la rnh de 
una ecuación i la cantidad que falla á dicfm valor para ser otro 

mas aproximado de la misma raíz, es la cantidad ~ ,,- -, reem- 

plazartdo en esta es^iresion s por dicho primer valor aproximado. 
Según esia regla, después que se tipya añüdüdo al primer valor 

aproximado a de j la canlidad — ^77— ¡i lendrem.o& un nuevo va- 



9vy 



tj¡(.T) 



lor 6 mas aproximado de x, y reemplazando en laespresion— ^-f-( 
lavariableojpoi'elnuevo valor aproximado í, icodremos — ^^ ^ 



cantidad que añadida á b nos dará otro nuevo valor cáéx mas 
aproximado que el anterior ; y así sucesivamente. 

Ejemplo 1 .^ Dados en un Iri/inguto recíiiineo dos lados a 1/ b, 
y la diferencia B — C de tos dos ángiüos B »/ C, nno opuesto á 
uno de ion dos lados conoiñdos, y et otro comprendido entre estos 
dos lados, resolver el triángukf. 

Tenemos, llamando dkln diferencia conocida entre los ánga- 
los B y C-, las dos ecuaciones 

a__sen(5 + C) 

V^ seiTfi ' 

B ~ C ^d, 

con las dos incógnitas It y C. 

ElimiDando entre eUo& la C, resulta la ecuación 

sen^ b 

la cual desarrollada nos darla una ecuación de cuarto grado de 
coeficientes irracionales, y por lo tanto es preferible resolverla 
sin transformarla. 

Reemplacemos, para mayor clariilad, la incógnita lí por j?, y 
tendremos la ecuación trascendente 

ly (¡r) :r= b sen (9j! — d) — a sena; = 0. 




Derivando y (x), es 

(p'(x) = 96 cos(2íE — d) — a cosa-; 

Tu«go la espresion — ,)-: délas corrcccioces por el método de 

Newlon será acloalmcnle 

^(x) b scTiiíx — d) — a senjr 
~ 'if'(i-) (I eos a; — 2ÍÍ eos (ir — d)' 

Asi paesi, habiendo hallado dos valores bastante próximos, y 

entre los cuales se halle una sola raíz de la ecuación propuesta, 
se podrá contÍQoar la aproximacioD por medio de ¡^esta espresí&n. 

Caso partictilar. 

a = 420'", 6 = 33r, /í — C = d =: 23" 24' 30" . 

La ecuación que. leñemos que resolver es 

senai '" "' ' ' 531 

sen(2ic — 25^^24' 30") ~ 421) ^ ' 

A 420 sen. F— SSlsenf^x — 93" 24^ 30") = 0. 

Para hallar los dos ufimeros que comprendau al valor de ít 

observaremos en primer lugar que el arro 2j! — 93" 24' 30" 6 

X -{- {x — 23" 24' 30") es mayor que .-r, poeslo que a? es major 

sen JP 
qae 23" 24' 50"; luego el primer quebrado 



sení-2j!^23-2A'30"l 



531 



e? menor que el segundo -p-r» mientras el arco 2¡c — 23" 94' 

30" no pase de 90". Si este arco 2;7; — 23" 24' 30" pasa de 90°, 
y va creciendo, su seno llegará á valer mecos que sen a;, y quieS 
enlonces será el resultado positivo. 

El valor de x, cuando 2a; — iú" = 90° (despreciamos los mi- 
nutos y segundos, porque su líüiisidcracion es inútil por el mo- 
mento) es de unos 56", 

Hagamos pues r= 60", y el resultado será 

sen fiO" b3l 

sen 97" ~ 420' 

senCO" 531 



eos 7' 
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El logaritmo del quebrado 7-3,' es 0,10164, v el tle 
menor; luego clrcaullaüo es ne^'^tivo. 



scnGO" 

C09 7" 



es 
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Bagamos m = 70"^ y veremos del naismo modo que el resul- 
tado es también negativo. 

llagamos x = 80*, y veremos que el resaltado es positivo. 

Por coDsigaicQlc «1 valor de x está comprendido entre 
70° y B0\ 

Para demostrar que entre estos dos números no hay ninguna 
otra raíz de la ecuacioD, hallaremos la deriyada del primer miem- 
bro de la ecuacioa propuesta, que puede escribirse asi: 

420 sen J — o51 sen (9:c — 25° 94' 50") = 0. 
Dicha derivada es 

420 cosa; — 9xS31 cos(9i -^ 23' 24' 30"); 

y reemplazando j; por su valor 70"+ '*( ''<<o''')» será esta de- 
rivada . 

420 cos(70" + /í) — 2x551 eos (117°— ft), 

ó 420 eos (70" + ^0 + 2x 531 560(27" — /i), 

cantidad constantemente positiva desde h =■ ü hasta h ^ 10"; 
luego el primer miembro de la ecuación es creciente desde x^^ 70° 
hasta X =^ HO", y por tanto no hay mas que no solo valor de x 
entre estos dos números. 

Esto supuesto, sustituyamos números Intermedios entre 70^ 
y 80°, 

X ^ 73" da un resultado negativOj 

i'— 77" positivo, 

s = 76° negativo, 

luego X está comprendida entre 76° y 77". 

Ahora podríamos continuar la aproximación por el método 
de las sustituciones mLermedia&; mas ya qac conocemos el valor 
de la incúgnita con menor error que un grado, apelaremos^ para 
continuar la aproximación, al método de ¡Newion. 

Tenemos en este caso 

(p(j?) = 420 3en.i -^ 53{ sen (5a; -^ 55° W 30"), 
tp'ix) = 420 cosa; — 4062 cos(2x — 23° 24' 50"); 
luego la espresion de las correcciones sucesivas es actualmente 

_ S 31 senC^j — 25° a4' 50") — 420 sen.^ 
^~ 420 cosje — 1062 eos {2j: — 23" 24' 30")' 

Poniendo en esta espresion cl vez de w el valor aproximado 76", 




Caso particular. 
« = 89" SO', b-}-c = 8= 120^ a' H0\ 
La ecuación que lencmos que resolver es 

tgic— senfiaOMr 5Ü"— ír)tg(br ÜO'} = O» 
6 bien 

Igx - eos(30' ^7' 50"- x) tg(S9° SO") = 0. 

Si en esta ecuación damos á x el valor 30'" 17' 50"^ el rosallado 

tgSiy*— tgS9°es negativo. 

Si .T := 80"» el resultado es positivo, 

¡i'^40, ncf^ativo, 

X ^^ GO", positivo, 

X — dO*, negativo. 

Lnego el valor de :b esiá comprendido entre 50* y G0°. 

Veamos aliora si la ecuación no llene mas que uua sola raíz 

miayor que 50° y menor que 00". i 

La derivada del primer mieinJjro de la ecuación es 

i + tg*x + sen{30M7' W — .r) X — 1 X tgíSO" 50% 

6 i -[-tg'a: — scníoOMrSO"— x) x Igi^g^SO'). 

Si X es mayor que 30^ y menor que 60^, scrá.r=: 30" + A, 
siendo h uü arco positivo, pero menor que 10"; el valor de la 
derivada será en lal caso 

1 + tgXSO°^+ Ifd + sen(19" 42' M' -}- h) x ígim" BO'), 
cautidad positiva: luego la función crece desde x := bO" liasLo 
x = 60", y por consigujente la ecuación no tiene entre üO° y60" 
mas que una sola^aiz. 

a! = 5a'^'daun resultado negativo, 

é^ 37" positivo, 

X = 56" negativo. 

Luego el valor de x está comprendido entre SC y 57". 
Tendremos ahora para ha correcciones sucesivas 

' sen[130M7'50'' — .T)tg(S9°B0']— tgj; 

. -c;? "^ 1 + tg V + cos{120" 17' 50"— ¡c) 18(59" aoV 

y poniendo en esta espresion el valor aproximado SG" envezder, 
será 



_ 3cn(64" \7' 50" } tg(59' 50'] 
^ ~ 1 -[- tg^bO" + cos[er 17'50")tg(S9'^"507 



'^S«" =Ü9'. 



I 
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LuCfío el segunde valor de x mas aproximado nuo el primero 
os ofi" Sií'. 

Por consiguiente ta segunda corrección es 

_ sen (G5° 1 8' 50") tg (59" ^0) — tg (SG" ^9') _ 

^~ 1 + ig" (afi" SO) + cos^Gj"^ 18 mr) tg{B6*!iO') ~ 

— 1'25",3; 

tnego 

valor aproximfido liasLa las décimas de .■tRgiindo; lo que puúrle 
comprobarse suslituyejido e&le número en lugar ácx., y el mismo 
aamcnlado ó disminuido en 0,1 de segundo. 

Ejemplo 5." ííallar un arco cuyo nitor en. partes del radio 
unidad sea igual al. de su coseno. 

Sea 3; el ai'co reíerido aí radio I; tendremos la ecuación 

cosa; — a: =^0. 

Si liacemos a: =: O, el resultado es positivo, puesto que 
cosO — 1. 

Si liaceraos x = Í, cosa! será monor que 1 ; luego el resultado 

es ncgaüvo; es decir que el arco está comtjrendiJo cnLi'e O y 57". 

j; = 30° da un resultado positivo, 

ffl z= 4.5" negativo, 

31 =^ AÜ" positivo (a), 

X =^ 43" negativo, 

X ^^ &'¥' posilivü. 



(b) Para liallar generulmeote el signo dtil valür do eos .r ^ — a; caanrjo en 
luf^ui' do '£ ponernos un cierío niimero Je ¡^^raduA, s^ tisillarii el valor án x' en 
parles del radíü, obacrvaiido que si es a el iiúinQro de gradúa dül arcu j), como 

^^ = í^T^KS^ ~ 0,0^41 329, será «"— 0,t*t74l m xa. Se tümarun en se- 

giiida lo& lügiirílrnoa do eos a- y (II^ 0,017i1 ÍÍ23 y tt, y ee verá cual de lo3 lo- 
gnrilniíJS (ís el miiyar: si log cosa: ea jnayi>r íjue lojif ix, ser;i eos x >■ x; y al 

i^dJiliTiriu. P;irü íaL'ilitar HHte füileolu, piindrt'raos la liilila sigiik'iitB do los valo- 
res de los yrados, ininLil'ja y s(?giiridos en párifs iIgI radio 1. 



4* = 0,01715 33925 
S' = 0,U3Í'JÜ fiaBíiO 
3' = 0,Uoi3íi !)877(i 
4' = 0,U6íi8'l 31701 
5" ^0,08*56 r)lG2f> 
fi" = 0,1(IÍ71 fnfíül 
7' =0,12211 :10Í7S 
8" = 0,13962 Ü3402 
3' =0,15707 96347 



1^=0,00039 

S' = Ü,UOOo8 177114 

3' = 0,0OOS7 26l>i6 

í' =. Ü,UüMCi 3^S28 

5 =0,OOUft 4UÍ& 

lí =0,00174 5329a 

7' = 0,OÜÍO5 62174 

8 = 0,0(1432 71057 

9' = 0,002fi1 7993B 



r'=: 0,00000 

a'' = ü,uo«i>y 

3"=0,0ÜOOÍ 
4" = 0,00(101 
S" = 0,00002 
G'' = 0,011002 
7" = 0,00003 
8" ^ 0,00003 
9" = 0,00004 
1Í 



9(;!Hi2 
iUii 
93yí5 
Í2-Í07 
90888 
393 fifi 
878 i) 1 
36332 



Ahora, la fírmala de Ins correcciones es 
_^ sen 3a; — a; _ 
"" í -^2 eos le* 
ó bien, pueato que 

i —^íO%Üx = 2(i — eos 5í;) = 2[co8 60" — eos íj:) = 
isen {x + 50") sen (¡r — 30"^), 

sen 2a: — x 




V = 



isen {íc + 30°) sea (a; — SO*,)' 



Poaiendu ahora en vez de ¡e sn valor aproximado 34-", y volvien- 
do en segaida S hacer otra corrección, se hallaní 

^^34" 18' 8" ,9. 

3." ¿Citál es el arco cuyo sector tiene de área la mitad í/í in 
del triángaio formado por el radio , la (angenle y la secante? 
Sea 1 el radio, y ¡c el valor del arco en parles del radio; el 

área del sector es -^, y la del triángulo ^; luego la ecuación del 

problema es 

2¡r — ígn = 0. 

Es fácil ver que el arco x eslá comprendido cnlre GO" y 70"; 



y como la derivada de ^x — tgx es % 



i 



COS^iB 



, cantidad conslante- 



mente positiva, ae infiere que entre 60' y 70" no hay mas que ao 
solo valor de o:. 

Siguiendo el mismo Orden que en los casos precedentes, se 
hallará sin dificultad que el valor de x en grados es 

I = 66" 46' S4" , 2. 

6," Hallar un valor de x mayor que O , CfUe mtisfaga á la 
ecuación 

e* _ e"' — 3,284j:==0. 

\ntes de emprender la marcha ordiBaria de la resolución ilf ' 
esta ecuación , conviene tener presentes los valores siguientes: 

í = 2,71828 i 8284, 
loge^ 0,43429 448lí>. 
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E^to supuesto , si hacemos 

a? ^ O , el resultado es O , 
x = i, — , 

x = Z, ' +. 

Para hallar el signo de este último resultado, pues los ante- 
riores se hallan sin dificultad, observaremos que 

loge» =^5 1oge := 4,5028835, 

log e-' = log-^ =1.6971464; 
e' = 20, 086, 
j,= 0,080, 

y por tanto se ve que el resultado es positivo. 

El valor de x está pues comprendido entre 2 y 3. La ecuación 
no tiene mas que una sola raíz mayor que 2, porque desde a; = 2 
en adelante la derivada e^ + é~'^ — 3,284 del primer miembro 
de la ecuación es constantemente positiva. 

Hallaremos este valor de x hasta las centésimas por et méto- 
do de las sustituciones intermedias, y veremos que el valor de x 
está comprendido entre 2,64 y 2,63. 

Ahora, la primera corrección por el método de Newton nos 
dará, sustituyendo en la fórmula actual de las correcciones 

_ S, 284j: + e"^ — c^ 

^~ e^ + e"'" — S,284 

el valor 2,64 en vez de x, 

_ 8,284 x_2,64 + e"''" - e^* 
e ' + í ' — 5,284 
y efectuando, se halla 

y = 0,0009 ; 
y por consiguiente 

X = 2,6409. 
La segund» corrección es 

_ S ,284 X 2,6409 + r'-""' - e'-"°' 
y-^ «'■""+e-"-'*™- 5.284 • 



. 



CalculanJo esle i^ebrado con muclio caidailo, valiiVodoso de tas 
labias (Ití Callut ú lic Calbet, resulta 

y = — 0,00000 079; 

y por consÍgDÍ6ate 

:r=: 9,04089 921, 

En la siguiente corrección resuiíarian Ifi cifras decimales; etc. 

CAPÍTULO II. 

Máximos tf mínimos de las fitndmies de una variable. 
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132. En pI niimcro (IOS) del filgelira elemental dimos la regí 
para determinar los valores máximos y Diinlmos de las funciones 
de una variable, que, i^'ualadas á una letra, dieran ecuaciones 
de sejíUTiLÍt) grado con rtífijccto á la vari:iib]e. Gomo la cuestión 
de los máximos y mínimos es de las mas ImportanLes, nos parece 
conveniente preseniar af]ui la teoría ordinaria de los máximos 
y mínimos di? [as funciones de una variable;, suponiendo que las 
derivadas, de las funciones no se liarán infinita^ por los calores de 
la variable correspondientes S Jos máximos ó mínimos, pues la» 
funciones cuyas derivadas son iníinitas por dichos valores de la va- 
riable, DO se presentan en las aplicaciones de las matematicaa. 

155. Si creciendo |,i variable de una función, crece la función 
y lue^o disminuye, el valor parfiruiar de la l'unrion, mayor que 
los valores inmediatos anteriores y posteriores, su llama ht) má¿ti- 
mo dfi dicha función; v sí creciendo ía variable, disminuye la fun- 
ción y luo^'O vuelve á crecer, el valor parlicubr de la función, me- 
nor que los inmediatos anteriores y posteriores, se llama un míni- 
mo de la función. 

Según esto, por la pülabn máximo no debe entenderse, se^un 
parece indicarlo su si;:n¡(ieado vulgar, el mayor de los valores de 
la función, sino un valor iirande <i chico, major que los inmedia- 
tos anteriores y posteriores: ¡¡^rualnienie por la palabra whiimo no 
debo entenderle el valor menor de la función, sino un valor chi- 
co ó í^rande, menor que los inmciliatos anteriores y posteriores. 
Asi es que sucede mucliai; veces (Véase el ejemplo 3.° del numero 
1í)S def Álíf. ciem.) que un valor mínimo de una función es ma- 
yor que un valor máximo de b misma. 

Sin emliarjío, cuando la función tiene un silo máximo s¡q 
mínimo, el miximo es e! valor mayor de la función; y si tiene un 
solo valor mínimo sin tener máximo, el mínimo es el menor valor 
áe b fancioü. 
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Teorema. 5Í f(a) n trn rmior mátimo 6 Míiirna de la fimfiom 

í[x), urá r[a' = 0. 

En eferto, segon la defínJcioD de la dcrivsda , t alrmliendo á 
qne el iitirreseDio qm s^e dé al valor a de la Yariablc, pu^de $er 
posiUio ó negaÜTO, tenemos 



/(a - A) - /I-) 



- r(a); 



fuego 



— A 

" i . == "W + w» 



A« ~ A) - A«) 
— h 



= r{a) + w', 



siendo u y w' cantidades que disminuyen con /i, y que dosaparo- 
cen ruando h =0: por conslgiiienle los soyundos niit'iiJ'ros, 
siendo /* baslante; peqneña, tienen los mismos sl}ínijs (¡uc /'(b); 
luego si f(n) es positiva, será f[a -f- ''■) > /^ y /'(ft — 'O < l\o)\ 
luego /i(íi) no es en tal ca^o má\inio ni mínimo. Si f(a) os nc^'a- 
tisa, será /(a + fi) < f{a) y f{a — /() > f[a)\ lue^o lamiux'iy cu 
esle caso f{a) es másimo ni niinimo. Luuga, conin f{a] mt |iui'dp 
ser iníinita en las funcionas que nosolros cmisideramos, será 
¡'(a) ^= O, conforme al cminciado del teorema. 

El reeiproco de eale teorema no es sieiii¡jre cierto: piiedp su- 
ceder qu« siendo /'(a) cero, f{a — ft)y /''(« + M *t'¡3n dol mis- 
ino slsno, y que por lantn la luncion sea coiislJinli'UU'nle iTc'»:ii'n- 
ic ó decrerietile desde /(a— fi)ii f{n +''), y que por lo niiímo 
f(a) tin sea miximo ni mítiimu. Luego ¡lar;! que fin) sea uíi niíisi- 
mo, es Dienesler que f(a) =^0, y que ;uJcm:ifi ¡'(n — Ii) sea pogi- 
tiva y /"(a -\- h) negativa, porque vcrlllL'findi)60 estu, In función 
pasa de creciente á decreciente; y para que /(n) ara un nilninin, 
es menester qus f{a) ^ O, y que además /^(« - - It) fieanejíativa 
y f(a + /i) positiva , porque en lal caso la función pasa d» decrfl- 
cieníe a crecienle. 

Luej^o pars bnUar fas valores de la variaUn, cñrrfíspomltenieit 
á tas vahres máximox ó minimas de una futtcian ííx), ne rexolvertl 
la ecuación tM ^^ (t', tj una raíz cnalijuicra a ti/! ruta emaeinn 
corres{}0}iderá a un márímo, si f'fa — h} en poxitiva y í'{a -j- h) 
ncgntiva , xinulo h ifíu jm/fitefia nmio ¡tr; iftiimí; y dicha raíz a 
corre^pmidcrú á im minimo , ai í'(3 — It) es nmjalivti y ['(a -I- h^ 
positiva. 
Ejemplos. 1." ¿Cuál es d mayor prodüclo qw »c puede 



484 

mar con todas las partes de magnitud arbitraria en que se divida 
un número dado? 

Para resolver este problema, supondremos que el número da- 
do sea a, y consideraremos en primer lugar el caso en que este 
número se divida en dos partes. 

Sea X una de las partes, la otra será a — ¡c, y el producto de 
las dos x{a — x) ó ax — x'. 

Para hallar el valor de x correspondiente al valor máximo de 
este producto , igualaremos á O su derivada a — 2a:. El valor de 

X que anula á esta derivada, es — . Para asegurarnos de que este 

valor corresponde al valor máximo de la función j;(íi — a:), susti- 
tuiremos en la derivada a — 2af en vez de x un número menor 

a 

que --, y es claro que el resultado es positivo; y sustituyendo un 

número mayor que — , el resultado es evidentemente negativo: 
la derivada pasa pues de positiva á negativa, y por tanto el va- 
lor -— de a; es el correspondiente al máximo del prodixcto. Sien- 

do — una de las dos partes del número a, la otra parte es tam- 

bien -r- ; y el producto de las dos partes es — -. Luego el mayor 

2 4 

producto que se puede formar con las dos parles de un número es 
el producto de sus dos mitades ó el cuadrado de su mitad. 

De este teorema se infiere este otro general: si se divide un 
número en varias partes , el producto de todas será el mayor po- 
sible, cuando todas ellas sean iguales. 

Sea s el número , a,ft,c, rf..../ las partes en que se divide; de 
suerte que a~\-b-\-c-\-d-{' .... -f- í = s. El producto de es- 
tas partes esox6xcx(íx....xí. Supongamos que este pro- 
ducto tenga dos factores, ay b por ejemplo, desiguales: en vez 
de dividir el número s en las partes a,&,c,cí....í, puede dividirse 

, a -\- b a -\- b . , , ,^ 

en las partes — — , — ^— , c, a,...í, pues la suma de estas par- 
tes es evidentemente igual áa + fe-j-c-j-d-f' ■■•• 4- ^' el pro- 
ducto de las nuevas partes es ( — -— ) xcxrfx....xí,eí cual 
es mayor que axfrxcxdx x 1; porque, según el teore- 
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ma particnlar, ( "T ) > «^i lo qn" por oíra pane es evidente. 



Por consiguiente, si se divide un número dado en varias paríes, 
y entré ellas hay Jos desiguales, el producLo de (odas ellas no 
es el mayor posible: luego para que el producía de la das las 
partes en que se divida un número, sea el mayor posible, es me- 
nesler que todas ellas jtean iguales, 

2," ¿Ctiái es el maijor rectángulo que puede inscribirse en nn 
dreulo? 

Sean si éy h base y altura de an rectíingulo inscripto en un 
circulo: la área de este recEáragulo será xy, cuyo valor máximo 
queremos hallar. Mas esla esprcsion contiene dos variables, y 
para transformarla en o(ru equivalente de una aola -variaLle, te- 
nemos en el triángulo rectángulo formado por la base, altura y 
diagonal del mismo, la relación, llamando r al radío del círculo, 

¡e' -f- y' ^ Ar", 

¡Ac la cual resulta 



pS. 



taoto la íirea del rectángulo inscripto es 
, derivada de esta función es 

Igualándola & O, tendremos la ecuacioD 



I» 



g. =0. 

^r'x—x' ^ O, 



tde donde 

El valor O de i corresponde á un mínimo : pues sustituyendo 
en la derivada en lugar de x O — h y O -{- h, los resultado son; 



9. 



— 2fVt4-'t* 



= %h. 



— 2r» + A" 






h' 



Sft. 



El primero os negativo yol segundo positivo, siendo A bas- 
tante pequeña; y por consiguiente, como la derÍTacta pasa de ne- 
gativa úí positiva, el v^ilor O de ^ correspoDde á un mlnimú de 
la fancioTi. 

Luego el menor reHángnlo inscriptihle en un círetito eg atfuel 
cuya base es O, tf stt ailura el diámelro. 

EJ valor Sfir* de x corresponde k un máximo» Para demos- 
trarlo , divido por w los dos términos de la derivada , y esUt 

" V^r* — J 
y asi vemos claramente que si 
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*</2r'' ^' ^^^°^ ^^ '^ derivada 

es positivo , y que SI 3T ^ ^^ , el valor de la misma e& negativo: 

luego la derivada pasa de positiva á negativa, y por tanto el valor 

)/'2r' de w corresponde á un máximo de la función. 

El valor — \/%r* de x corresponde tambitn á un máximo de 
la función, mas no corresponde k nues.tra cuestión concreta. 

Siendo \/^r* el valor de ir correspondiente al máximo que 

busciibamos, el valor respectivo de y es también V2r'. Luego el 
maífor rectángulo inscriplible en un circulo es el cuadrado ins- 
eripio, 

3." ¿Cuál es el mayor eiiindro que puede inscribirse en «n 
cono recto? 

Sea tt la altura del cono, r el radio de su base, i el radio de 
la base del cilindro é y la altura de este: el volumen del cilindro 
será -Kx^y. Para eliminar de esta espresion la variable y, los trián- 
gulos semejantes que resultan cortando el cono por medio de un 
plano que pase por su eje, nos dan la proporción 

X ^^ a — y fl(r — n)) 

luego el volumen del cilindro inscripto en el cono es 



Tifla: r 



^^ wisf — - 



TlCfí' 



La derivada de esta función es 



Sita 
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la ciuU igoaladt k cero, aos da taecaacion 



de donde resnltao 




^rrojt X* = O, 



, = fl.,= -r. 



r 



Elralof o de X corresponde i un míDÍmo, pues sus l¡ tu jen do 
en la espresion de la derivada en vez de x O — A y O + A, los 
^valores de esta son 

_ a^A ^ ^ /,«, 

r 

El primero de estos valores es negativo, y el segundo positi- 
vo, siendo A bastante peqneña; luego, pues que la derivada pasa 
de negativa á positiva, el valor O de la variable corresponde á 
un minim.0. Siendo x ^ O, es 1/ ;^ a. Es decir que el menor ei- 
lindro inscriplíble en un cono es aquel cuya base es O y cu)a ai- 
ra es la del cono. 




El valor — r de a; corresponde aun máximo: pnes suslitu- 
yendo en la derivada en vez de ar — r — /i, el valor de la mis- 



ma es 




'"'i'-')-'?(f-'^- 



^ 



2Tta.— r — ^Tiali — 1 —r] + inah 

3 r V 3 ' 



Zna 



A' = 



2tT0/l 



A' t= h\ 2Tia h I, 

r ^ r ' 

cantidad positiva, siendo A sufícientemente pequeña. 

2 

Susiituyendú ahora — r +ft envez d^ x, el valor de la derí- 

ü 

Mda es Al — 27ta •\ A |, cantidad negativa, siendo A íufi- 



fS8 

cíentemente pequeña. La derivada pasa, tégth esto,, desde 
x=:2r — hh3&\3i ¡¡¡^"¿r + h, áe positÍTaáDegatira; luego el valor 

— r de 2 corresponde á un máximo. El valor respectivo de y es 
o 

— r. Lnego el mayor cilindro que puede inscribirse en un eono^ es 
3 

2 

el eilindro ctiya base tiene por radio los — del radio de la base 

del cono , y por la altura el Cerdo de la del cono. 

4.° Determinar la altura y el radio de la base de una medida 
cilindrica, de las que se usan para medir líquidos en el comercio 
al por menor, que tenga la menor superficie, conteniendo un vo- 
lumen delerminado. 

Sea V el volumen que ha de contener dicha medida , x el ra- 
dio de su base é y su altura : 9,nxy será la área de la superficie 
lateral del cilindro, y tuc* la de so base; luego ^mey •+tob' seri 
la área total de la medida cilindrica. Para eliminar la variable y 
de esta espresion, tenemos la condición de que el voIAmen del ci- 
lindro es V, es decir 





TCC' 


y^v; 


de donde 








y — 


V 

TU!* ' 


luego la área de diclia medida 


es 




2v, , 

X 


ta derivada 


de esta función 


es 2iia; - 




a-rijc - 


x' 



2t. 

1^' 



El único valor real que nos da pfira x esta ecuación, es 

3 /— 



^=V^, 



güo corresponde á un máximo ; pues si en el valor general de la 



^ 



ilcrivnda ponemos en vez de a? nn número menor que 



primer lérmino será menor que 2tt: y ^ i y el segundo mayor que 



2ü 



(v^ 



^=r^¡; Inego el valor que toma la derivada sustituyendo en vez 




de .V dicho número menor qae 
2d 



V — , es menor que 2ti V — 




i; y como esta cantidad es O» se inQere que sustitujen- 



.1.1 



TI, 



do en la espresion general de la derivada en vez de x un número 



menor que 



71 



el resultado es negativo. Del mismo mndo se ve 



qne sustituyendo en vez de x en la derivada un valor mayor qne 
— , el resuftado es positivo, Segun esto , la derivada pasa de 



negativa á positiva desdo 




Tí 



hasta íC ^^ y — -f- /í ; 



lue^o 

pectivo de y es 



valor v — dea; corresponde 'á un mínimo. El valor res- 







■rt' 



cantidad igual al valor de x. Lnego la medida ciltndrica cuya ai- 
tura sea iiptol ai radio de ta fiüsc, en la que con ia menor sujier- 
ficie encicrrii un vntüiuen detíTininado. 

Nota. Puede proponerse este problema en estos oíros términos: 
hallar la altura tj base de una medida €ÍU7idrica que con ima su- 
■perficiv dada conienga el mayor volumen posible. 

Dejamos su resolución en csios términos al cuidado Jel lector. 
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B." Determinar el radio de la base y el lado de un amo rec- 
to que con la menor guperfide poñble contenga %m volumen deter- 
minado. 

Sea t; el ToIúmeD que ha de tener el cono, x el radío de su ba- 
se y z SQ lado : su área total será 

■KXZ + 7ta^. 

Para eliminar de esta espresion la variable x , tenemos U 
ecnacion 

t) ^ — tct' y/z* — íp* , 
o 

de donde 

Inego la área total del cono es 

La derivada de esta fnncion es 

2Ti¡r H ^ = 2twí + 



2TCF-f- 



27t V — 9v' 



VQv*x' + TtVo 

Luego la ecuación que tenemos que resolver, es 

2ix'a;' — 9w» 
9tm + - =0, 

V9ÜV + ñV^ 

* *"^^ = 9t> V + TiV ■ 

Quitando el denominador, y simplificando, resulta 

8tíV = 9v\ 
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£1 único valor real y positivo que tiene x eo esta ecnacion Ih- 
nomia, es 

6 



_ ^ 



^ Para asegurarnos de qne este valor de a; corresponde á un 

mínimo de Ja espresJoa Tca;* -\- I -^ + uV 1 de la área total 

del cono, observaremos qne si en la espresion general déla deri- 
vada de esta función sustituimos primeramente en vez de x 

V Q~i» ^' resultado es O í si sustitaimosen la misma espresion en 

1 OTE 

vez de x un nüra&ro menor qne V/^— ¿, el resaltado será negati- 
To, pues dicha esprfision puede escribirse asi: 



2ra; + 



K ^ iC' "^ ^' 

'y es evidente que disminuyendo x, disminuyen los dos primeros 
términos, es decir el lainucndo de esta diferencia, y aumenta el 
sustraendo ; luego, puesto que sustituyendo en vez de x La canti- 

dad V (,— ,, el resultado es O, sustituyendo un número menor que 

* /q~~i 

y —5, el resullado será negativo. Se ve del mismo modo que 

ú se sísstituye en la espresion de la derivada en vez de x un 

número mayor qne y ¿—i, el resultado es positivo; luego di- 
cho valor de x corresponde (t un rainirao de la espresion del 
área del cono. 

Para hallar aliora el vaíor correspondiente del lado z del cono^ 

sustituyo el valor y k-^ de x en la espresion y ¡-^_ — ,y 




fl 
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tendré 



„ , 9i;» 81 1)' 8if' 

. «"'+8 8 8 


8itJ* 


— — 3 

,.y8i«* .ysiv* f\/37i'«* 


3 

6 \/3TtV 


3, ~ *' 24ti'ü ~ ^ 8n' ~ 





luego z = 3 y - — - , cantidad triple del valor dea;. 
' 8tc 
Luego el cono recto cuyp_ lado es triplo del radio de la fcíwe, es 
el'que con lamenor sztperficie tiene, un volumen dfitio. 

Nota. Puede proponerse este problema de este otro modo: 
hallar el radio de la base y el lado d^un cono recto que en una 
superficie dada contenga el mayor volumen. 

Su resolución en estos términos es mas fácil que en los pre- 
cedentes. 

CAPÍTULO III. 

Deieotnposicion de las fracciones racionales en fracciones 

simples. 



134. Entendemos por fracción rúmonal una fracción cuyos 
dos términos son funciones enteras de una variable. 

Si el numerador de la fracción es de- un grado igual ó mayor 
que. el de su denominador, se efectuará, la partición hasla que se 
llegue al residuo [Alg. elem. Í6), y entonces la fracción propuesta 
se compondrá de una pHtte entera (cpie podrá ser un número en- 
tero ó quebrado) y de una fracción racional cuyo numerador es de 
menor grado que su denominador. 

Podemos suponer que los dos términos de ésta última fi^accion 
no tienen ningún factor común, pues sijp tuvi^eran, Jo podría- 
mos hallar (68), y suprimirlo en segnida. 

Dada pues la fracción racional -^^ cliyo numerador es de 

menor grado que su denominador, y cuyos dos térmiuos no tie- 
nen ningún factor común, nos proponemos dcscotíiponerla en 




.4 



FraccioTies simples, es dedr eo tracciones de lú forma , 

(a' — af 
siendo Á coQslaüte y a ün enlero igual aló mayor que 1 - ó bien 

en fracciones de la forma , siendo A y B coqs- 

({^ - a)' + 6^}' 
ianles y ex. un entero igual ó mayor que i . 

153. Oiiserveraos en primer lugar que si a, &,..., í son las raices 
de la ecuación F[a:) = O, «, S,...,>. los númeruB de veces que ca- 
da una entra en dicIja ecuación , será 

F[x) = (¡c — a)'' {x — bf,... (í — if' . 



i56. Teorema. La fracción 



lica á la sama 






B L 



+ + 



(^"i: 



es idéi- 



(x — ar-'{x — b)^-'....(s — I)^-^ 



, siendo A, B,. ..,L consíaiiícj 



cuyas valores son A 



f(3) 



-,B 



f(b) 



L = 



rci) 



a-L]^...{a-l}^' (b-a)\..(b-l)^'"' 



(l-arci-bf...' 
En eFectOj leñemos la igualdad evidente 
fic Á . li 



+ 



-.+•"- 



{x~ a)'^ {x~bf... {x— í)^ ~ix— ay {x — bf (:f-í/ 
fjx) A B_ L 

6 

f{ll!) A tí 



+ 



+ 



-.-■+ 



L 



{x—aY{x—bf..,{¡s~-íf~{x^aT {^ — bf ' ' [x — l)\ 
¡\:x)-A{x-bf...{x-íf~B{x-a)\..{x-lf-L{x-af{j:-hf... 

Si en el numerador (al que Hamarecaos, parí abreviar, N) 
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de la última fracción ponemos en vez de x el número a , dicho 
nnmerador se convierte en f{a) — A{a — 6) ...(a — 1) , canti- 
dad que será cero , cuando A = r- : reda- 

(o-¡-6)6...(fl — /)^ 

ciéndose entonces JV íi O , será (54) divisible por se — a. Si 
en el numerador N sustituimos el número b en lugar de x , to- 
mará el valor f\P) — B(b — a) ...{b — 1) , cantidad que se re- 
ducirá á O , cuando B = '-SJ. • y por consieúien- 

te entonces será N divisible pos ¡r — b. Del mismo modo vere- 
mos que si en el numerador N ponemos en lugar de L la can- 

f(t) 
tidad -^ , será ^V divisible por x~l. Tenemos 

(í — a)"(í — 6/.... 
pues que reemplazando en el numerador A' las indeterminadas 

i4, B,...^L por los valores respectivos J-^ r- 

(a — 6f....(o — i) ' 

IM ^,..., fíD _ , será N divisible 

{b - af....{b — 1)^ (I — af{l - if .... 

por X — a, X — b,....,x — I, y 'por tanto (33) será divisible 
por!eI producto (x — a){x — &).... (x — i): luego simplificando 
dicha fracción última, y, llamando f^{x) al cociente de la divi- 
sión de N por {x — a){x — b)....(x — 1), será 



(X ~ ay(x - bf....{x - Ú^ {X - af {x~bf 
L ^ f.{x) 



(x—lf [x ^ aY~\x - bf~^\...{x — if"-^' 
siendo A= JM ^,B^ A*) 



(a — bf....(a — l)^ ' {b - a)"....(6- i)^" " 

L = -^ 3- , conforme á la conclnsion del teo- 

U~af{l~bf 

rema. 

Nota. Si como lo hemos supuesto desde un principio, es /(a;) 

de menor grado que (¡r — o)*(a; — b),...(x — í) , será también 



/■^(s) de menor grado que (j; — a)" \x—bf~^....(x — 1)" : 
porque cada uno de los lérmiaos que siguen á /"(a') en ei nume- 
rador A^, es evidentemente (le menor grado que (x — ay(¿c — b)^... 

(x — í)'^; loego dicho numerador N es de menor grado que este 
poliniOmío ; luego habiendo dividido los dos términos de] qae- 

¡y 

brado -. ^V0T(3! — a)(x—Í,)...(x—r), 

la;-aY{x-bf....(x-l)^ 
Eos dos túrminos pierden igual número de unidades en sa grado, 
y por tanto fi(x] es de menor grado que (a; — a)*~'(jT — 6) .., 

Corolario . 



En virtud 



{x ^ izf-\x — bf-\.,.(x— If-* 



de este teorema la nueva fracción 
que, advertimos de paso, 

A 



es la diferencia entre la fracción prepuesta y la suma 



(^ - 6)^ 



+ -- + 



{X 



(*- «)"■ 



4- 



— , I se descompondrá en la suma 



+ 






f>í 



' — t 



+ 



+ 



a — 1 



+ 



(.r - ay 
pondrá en 



(^ 






ix-í)' 
esta última se descom- 



D, 






{x~b) 



i— 3 



(X^t) 



X-.- + 



[X — a)''-\x — bf^....(x - /)^-'' 



Continuando de este modo, si uno solo de los factores bino- 
mios tiene mayor esponenle que los demás, es claro qui; llegare- 
moa á una fracción cuyo denominador será diclio factor binomio 
con el esponenle t, y como esta fracciou es simple, quedará íom- 
plctamente descompuesta !a fracción dada. Tero si dos ó nvas de 
los mayores esponentes de los factores binomios del denominador 
de la fracción dada son iguales, se llegará á UDa fracción cuyo de- 
nominador será el producto de las primeras potencias de eslos 
factores binomios. Admitamos, para fijar las ideas, que la últi- 

• esta se descompondrá. 



ma fracción sea -, 



(í — o) (a? — b)(x — c]' 



4 
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Jet -I 

seaan el leorema, en la suma de fracciones simples ^-f 

; -} — ■ — -f reduciéfldoso á cero la fracción complementa- 

ria : porq^ie esta fracción complementaria es 

9C^)— ^'a_iC-^— *)C^-c)— ^e-ií'^— '^X^— ^)— Vi(^— «)Ca'-í') 

(x —a) (x — b) X — c) 
y su numerador, que es on polinomio de segando grado, se aoa- 
la ponien Jo en vuz de o; a,b j c (a). 

Vemos puc3 que la fracción pro|)uesta se descompone en la 
suma siguiente de fracciones simples : 

^!_ + _!>„_+ + ^^ 

(a;_a)« (a,_a)«-' ^ — a 

■ -g ^ , ?^^, ,^-1 

f 

Í| ^. , _^L__ L ^J.-J_ 

/a 
IVoTA. Observemos que siendo A := g- — í, 

B = ^-m-^, L= ^ííL_^.yoo 

/(a;) 
teniendo, sesunlosuponemos, la fracción —- — — ¿. - ^— r 
^ (x--tt)^Cií-6)^...{j:— O* 

factor alguno común a sus dos términos, /[«}, /'(,&), ... /'(O serán 
cantidades fisitas diferentes de O, cunio también los denomina- 
dores (a— ft)^- ■■■(«— ')\ (&—<■•'-('•—'/.('— «)V—í')^"- 
por consiguienLe los numeradores A, i?,..., L son níimeros Hdí- 
los diferente,'! de 0. 

ÍNo se puede asegurar lo mismo de los otros numera- 

(n) Toda \í7. que Bit poUtiomio Ax"' + Bx'"-^ ^- , , .-]- Kx + í. se 
amile por fu -j- 1 valores de x, torloa los coLíRi'ifnli.'s ilt' aus lüff-Tentes irr- 
minos serán igua]tís i cero: porgue si -^ n» fuese O » solu uxi&timn m valor» 
desque üuultirian Á iliclio polinomio; mas como por el siipu<íslo exisltn 
*n^ i valor<iíi que lo anulan, se iüíiera quo A = 0. Del mismo modo se lie- 
tntieatra rjue B =::ff,.. ., K = 0, y por consiguiente L — 0. 
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rores A,, Jii,...,Lt, pnes que sus valore* respecír?or"^or 



(a — bf-\,..(a — í)'^-»' (6 - af-K...ib — 0^"' ' 

3 — : , y puede suceder que uno ó mas de 

(i — fl)«-'(/ — 6)^-1 '■' ^ ^ 

los numeradores de estos quebrados, por ejemplo f^(a) sea Q, por 
que nada se opone á que f,{x') lenga el faetón ^- a. En tal caso, 

fiíx) 
antes de descomponer la fracción — 7— — ,,?-, í— ,, 

se suprimirá el íactor x ~ a común á sus dos términos; y no 

existirá en ias fracciones simples la 



fi. 



.. Lo mismo diré- 

mos de las fracciones \ - ,..., — —^ — , que podrán no 

existir; como igualmente de las 



-t, 



ix—af-* {x—by 



-a'- 



,; etc. 






137. Teorema. Una fracción racional no admite mas f¡ne 
una soííi descomposición en [racciones simples. 

fíx) 
Sea -rrr .- la fracción racional ^ a, A,.... las raices de la ecua- 
ción F{x) ^^0, a, 6,... las Teces qnccada una entra en esta ecua- 
ción- Acabamos de ver que ios numeradores A, ít,... son núme- 
ros finitos diferentes de O ; y que pueden no existir en la descom- 
posición algunos de los numeradores Á^, J?,,...., £■,, eto: por 
consiguiente, según el corolario del teorema anterior, tenemos 

siendo n, p^... números enteros y positivos, menores respectiva- 
mente que a, &,..., y A, A^.... B, B .... uíimeros finitos dife- 
rentes de cero. 

Demostremos en primer lugír que esta suma de fracciones 
parciales no puede ser idéntica á otra en que exisla alguna frac- 
ción con un denominador (.t — rf)*, siendo rf diferente de las 
raices ít, 6,... de la ecuación F{x) = (S: pues si una nueva des- 



I 
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composicioD nos diera la snma 

A' D Dr 

tendríamos la ideotidad 

A A' D , Dr 

- — — + etc = — — -. + etc. + -^ + : ::^^, 



{x ^ af {x — af {x — df {x — d) 

y multiplicando los dos miembros de esta identidad por (¡r — d) , 
tendríamos esta otra : 

\{x-- af } \{x — af J 

D + DJ,x — dY+ etc., 

y dando ahora kx el valor d, los resultados O y D serian iguales, 
contra lo supoesto de queX) es un número diferente de cero. 

Queda pues demostrada esta primera parte. 

Admitamos ahora que ana nueva descomposición nos dé la 
suma 

(ír«r''^(¡3¡r^+--"+(";r6f+(^_6f-f'+---+''^ 

siendo A', A'^,.... B', ffp, ... números finitos diferentes de 0; ten- 
dríamos la identidad 



A . A„ B B 



«-«^'■•^^„ u6"^.. í,^S-^' 



(x—af (a;— fl}'-" (x—bf (x—b) 



+ : — ffiz:;:+-+etc.= 



A A'„. , B' 



y 



(x-a)*" [x-af-^''^-'^{x~bf^{x-bf-^' "^ '^'^- 

Si o. > a', multiplicando los dos miembros de esta identidad 
por {x — af, resultará la nueva identidad 

i + i„(. - ar+ ... + (. _ a)«(_A_^ + etc. ) = 

A'(x-«) ■\-A:^{x-a) + ... + (x-a) --^+etc.} 

j dando á x el valor a, resulta jÍ = O, contra lo supuesto ; luego 



a no es mayor que a". Si por el ronlrario, suponemos que 
a. <; a'j se liemoslraria, multiplicando los dos miembros de la 
idenlidaJ supuesta por (.r— a)", y liaciendo en seguiíJa s: = a, 
que A' :^ O, lo que lanibieti es coDtrano h lo supuesto í luego a 
no es menor que a': luego a ^ a'. Según esto, la última identi- 
dad se reduce á 

A + A^{x~^ <+ ,.. -h (x - a) (-^g + etc.) = 

i'+ A'„,(x- «)"+ [.c - ar(— ?— H-etcA 

\(r — íí)B / 

la cual, dando á a: el valor o, se reduce á Á ^ 1'; luego las dos 

A A' 
fracciones simples y son idénticas. Restán- 

(a: — fl)** (.í: — íi)^ 

dolasde tos dos miembros de la ideotid::id supuesta, tendremos 

la nueva identidad 

A_ B A-, B' 

••■•+- ^■=+^^''-==^— ^«-„'+; 6^-Hto.: 



A 

y se demostrará del mismo modo que la fracción - — — ^ — , en 

{x—af-" 
que X — a tiene el mayor esponenle, es idéntica a la fracción 

A' ' 
', en que lambieD x — a [ienft el mayor esponenle: y 

asi sucesivamente. Luego queda demostrado que la nueva suma 
se compone de las mismas fracciones simples que la primera. 

158 Pa&emoa ya á esponer las reglas para bailar los numera- 
dores de las fracciones simples. 

Método de descomposición por partes. 



En [\a demostración del teorema (136) hemos visto que los 



Qumeradore3.4,ií,...,l- tienen los valores A=: 



B = 



m 

(b~ay....(b—l)^ 



¿= 






(l-ani-bf..- 



; Ine- 



tao 



gn las íraccioTics simples cuyos ilenomioadores son (x — «)', 

(.r — bf,...,{x—l)*' son 
__/ía)^ f{b) fH) 

(a-bf...{a-ri^ 



(.r — bf 



(i~ani~bf 



{.t — (t)^ (_.r — O/' * " " ' ( X — o'' 

Luego para hallar los nnmcr adoren de las fracciones simpla 
rm/tis flcfífuiíinadorca sou Insviaijorcs jtolcncias de (odus fas fac- 
tores biiiñmiúK dH (leiiontiuador dp la jiTOpuvsiCi , sí suprime eu d 
denominador de esia d di- la frffccinn &Íniple cuifO numerador se 
fiHscn. , V después se ,siiítiiiiyc ett la fracción pritpuesta , asi wiorií- 
ficada t fu iiit/ar de \ d in'^itTido léniírno deí detionnn ador del 
fttclar binomio rcspedivo. /Jespaes de hallar eslas primeras frac- 
ciones simples , se resta sii suma de la fracñon propuesta , se divi- 
den los dos términos de la frarcion rcsuiinnie por el produelo de 
Ins primcrfts polainas de ¡os facturas simples del denominador ^ y 
se tendrá nna Jiurva fraeeion, en cuyo denomitiadur lox rsponen- 
tcs de los [aetori's bítiomfos serán menores en min unidail (/ne lox 
preeedmles. lista nueva fracción se descompone del mismo vwdo', 
y asi hy si a que Uegnenios a una fracción cinjo denominador sea 
In primera po(e?tciii de mi hinomio, óá nna fraceion euyo denomi- 
nador contenga el protluelo de las primeras potencias de varios 
factures binomios^ la cual &c descompondrá por la regla ordina- 
ria: quedando enlonces Id fracóúii dada d^es compuesta en fraccio^ 
Ttrs aimpfcs, 

Ejem-plos. i." -^ -. 

Sabemos ("136, Coral.} que esta fracción se descompone en la 
suma 

.4 B A, B, , A, 



+ 



+ 



(.E — 1)' ' (íP + 1)' ' {x—\f ' O! + 1 ■ X — 1 

El numerador A se hallará haciendo .r =^ 1 en la fracción 
j; y resulLa A^^ \. 



El numerador B se hallará haciendo ^ ^ — 
^-—^,; y resulta íí - - ^ 

La suma de las dos fracciones simples halladas es 



1 en la fracción 



1 



(r-1)' (í+l)' 



{x + 1)' — \[x ~\Y _ — {x"" -f Sa:* + jffi + I _ 



{x^\nx^\y 



(i-iy(x + ir 



: restan- 



?01 



'ijola de la propuesta , resulta 1» fracción 



ix' -\- i¡r* — ix~ j 



la cual, dividiendo sus dos términos por el producto (í — ^) 

(x -\- \) r^ x^^- \ de sus factores comunes, se conviene en 



que es la fracción que ahora tenemos que descomponer. 

El namerador Aj se lialla haciendo .1:;^ 1 en Ib fracción 

; Y resulta A, =^ ?. 

El numerador B^ se baila haciendo ar ^ — 1 en la fracción 
-; y resulta 



La suma de las dos fracciones parciales 



restada de la — -. 



{T-\r{x + {) 



da de resto 



. Irp* _]^ I 

~i que despaes de liaber dividido sus dos lér- 



minos por [x — '})(x-\-\)^ se reduce á la fracción simple 



X — 1 



; luego 



1 



1 



i 



(CF — 1)'(¡C+1)' {!e~\y (j+ 1)»^{¿F_ l/^I+í K_r 

2 — 4a: 



a." 



X^~ X — %' 



Los factores simples del denominador son x — 2 y ar + i, 
y por lanío la fracción propuesta es 



^ — hx 



+ 



B 



(ü — 2)(x 4- 1) ¡c— 9 3;-]- 1" 

El numerador J se hallará haciendo ¡e ^= 2 en la fracción 
9 — ix 



¡F + í 



; y resulta 



J = — 2. 



tos 

El Damerador B se hallará haciendo x = — 1 en la fracción 

^; y resulta fi = — 2. 

Sabemos (136, Corol.^ al fin.) qtte en este caso la diferencia en- 
tre la fracción propuesta y la suma de las dos fracciones simples 

2 2 

es 0: luego 

X — 2 x-^l * 

2 — 4¡r 2 2 



(a;— 2)(a;+l} x — SI ar + 1 



a;{^— 0*(a!+i)' ic. (a:— l}'^(a;+í)' ¡r— 1 ^x+l* 

El numerador A se hallará haciendo x = O en la fracción 
propuesta , prescindiendo del Factor x de su denominador; y 
resulta ^^2. 

El numerador B se hallará haciendo x =::: 1 en la fracción pro- 
puesta, prescindiendo del factor (x~ l)*;y resulta 

B=\. 

El numerador C se hallará haciendo a; =■ — 1 en la fracción 
propuesta, prescindiendo del factor (a; + 1}*; y resulta 

La suma de las tres fraccienes simples halladas es 
2 , 1 i , 2x* + ia;' - a:» + iar + 2 

"„- "1" z: — rs " /„ I j\> + 



X {x—\f {x-\-if ' x{x~\f{x-\' \f 

restada esta suma de la fracción propuesta, encontramos la fracción 

— 2j!* + ia;' + 2¡e' — ij; ■■ •.■ j , . .- ■ , . 
!— í : dividiendo los dos términos de esta 

x(¡c— 2)'(x + l)' 

2x H- 1 

por aix - O {X + 1) , resulta __^-^_j— ^. 

El numerador B^ se hallerá haciendo a; = 1 en la fracción 

~ ^'^ t ^ ; y resulta Bi= — J. 

El numerador Ci se hallará haciendo x= — \ en la fracción 

~ ^"^ t ^ y ^•es"!'^ C, = - í; 

a; — \ 
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luego 

x' + *' + "2 



i 



i 



í 



— bar* — Sj + 6 A , B . C D 



4 



+ 



x{x — ■f)(ai-fl)(37 — 2) X m~\ x-1-1 íe— 2 

Los nnmeradores i, B, C, D se hallarán liaciendo sucesiva- 
mente a; ^ I), 3? ^= i, j; ^= — 1, íc =^ 2 en la fracción propues- 
ta, prescindiendo en ella respectivamente de los facloresíT, x — 1, 
ar + 1, X — 2; y asi re&ultan inmediatamente 

^ = S, _B = 2,C= — 1, i> = — A; 

lueíco 

2 1 4 



— 5a;* — 5fl!r + 6_3 

139. Si la fracción por descomponer es de la forma 



37 — 2" 



hay para su descomposición en fracciones simples un njétodo 
mas fácil que el de U descomposición por parles. 

Sea p el grado del polinomio /*(.%), tendrá este polinomio p 

demadas, y por consiguiente, desarrollando /(íp) ó /(a +íf— a), 
será 

f[a + r:r^) = f{a) + r{a).{x ^ «) + ^rCa). C^ - «)' + 

^"{a).(x - a)^ + ...+ ^±:-/"Ka).(x ~ a/j 
Inego 






,a-l 



+ 



X — O 



a-3 



+ ,.-.+ 



a)" ■ (¡r — a) 
(ar — a 



tr-a 



+ 



L»-P 



^t 3j; 

b." Sea la fracción - — — ^^ la que se trata de descomponer. 

Tenemos f{x) == s' — Sa, f [t) — Sa; ~ 3, /*(x) = S; 
luego f{%:=.-% r(2) =: 1 . ír'C3) - 1 ; 

por consiguiente 

x' — ox 2,1,1 

+ ^ ^4 + 



(X - 2)" 



(.T — 2)* ' (t - 2)' ' C^ — 2)'" 



Sa* ~ iZx* + Ua;' — Sa; + 3 _ j^ , B 

j:(a! + \){x — 1)' ~ a; ¡r + i 

(íT— 'l> (a:— 1)* "*" X — 1' 
Los Domeradores A,ByCs,e hallarán haciendo en la fracción 
propuesta x = 0, x = — 1 , x= 1 , prescindiendo en ella res- 
pectivamente de los factores a;, ¡r + í y (x — 1)'; y por tanto 

La sama de las tres fracciones simples halladas es 

; — . , , ' — .„ , qae restada de la fracción pro- 

j j . 3¡F* — 4a:' — 3a;* + Ax ^. ... . . 

puesta DOS da de resto ~ — . Dividiendo los 

x{x + i)(x — 1)* 

dos términos de esta por el producto 3;(a; -f- 1 )(x — 1), queda redu- 
cida á — 11^ - 
ix~iy 

Hallándose esta fracción en el caso particular (139)« hallaremos 

fácilmente que se compone délas dos fracciones simples — ,+ 

3 , (a^<)' 

; luego 

X — 1 

Bx*— i5a;' + 14 a:' — ifcc + S _ 3_ S 

x{x + 1)(x — \Y~" a; "*" a; + 4 

__2 i , 3 

(x-l)' (x— i)'"^a; — r 

1 40. Método de los coeñcientes indeterminados. 

Para descomponer la fracción racional 



[3;-af{x—bf...{x—lf 
haremos, según está demostrado, 

{x^af{x~hf....[x — l)^ 



{x-af [x~af-^ ' x — a 
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Quitando los denominadores, teuiiremoa 

-¡¡-L{x—a)\¡v — bf...-^Li(x—l][x—a)\3^ 

Esle 9/ miembro es de! grado * + 6 + — + > — i , y por tan- 
to, después de desarrolUdo, tendrá a + 6 +...+ A itymiros. El 



//+.„ + 



bf +...+ 



primer miembro [(a;) es del grado » + 6 +... h ^— 'i ó de grado 
menor; luego lambien tlen&a^- 6 -|-...-l- iii^rminos, afiadicndolos 
con. el coeficiente O si íaltan algunos. Debiendo seridi-nticos estoa 
dos polinomios, serán iguales los coeficieoteíi délas potencias ¡¿,'ua- 
iesde la variable, y esta igualación nos dará a + 6 +.,.-{-/ ecua- 
cionea de primer ¿^rado con respecto á dichos coeficientes, ecua- 
ciones que serán distintas y compatibles , porque sabemos ya que 
cada uno de los coeficlenLes Lnd£:tcrm.inado3, e* decir de los nu- 
meradores de las .fracciones simples, tiene un soto valor finito. 
Ilesolviendo pues diclias « -f é -f-....+ ^ ecuaciones, tendremos 
■ los valores de estos numeradores. 

Nota. Cuando se aplique este método al caso en que todos 
los factores binomios del denominador sean simples, esto es al 
caso en que los fbctores binomios del denominador sean x- — a, 
X — b , j-.— c, etc., no babrá necesidad de eTectuar las mullipli- 
cactones indicadas en el segundo miembro , sino hacer sucesiva- 
mente í;^fl,a;^6,¡r^c,....;ya3i obtendremos fácilmente 

los valores de A, B, C 

Apliqqeniog este método á toa ejemplos anteriores. 



1 



Kx» — 



B 



C 



D 



E 



Q 



uítaudo los denominadores, tendremos 



¡E-fl" 



Sx' 



i =. A{^-\- \)' -f- lí(x — i){x + 1)' 4- 



€{a; — i» -f- ))» + i)(jr — 1)3 + E{x — 1)'(^ + ^] 



-\-E 



x' + B\x' -h A 

■\- 2)\ ■\- ¡i 

— 2É — ^C 

— 3/> 



x'^^A 


— B 


-\-ÓD 


+ 2É 



X -{- A 

+ C 

— D 

— E 



M8 
lil. Factores binomios imaginarios. 

f(x) 
Caando el denominador F(x) de la fracción racional -=f-' 

F{x) 

igaalado i cero tiene raices imaginarías, estas son conjugadas dos 
á dos ; y aanqne las reglas precedentes no snponen qae las raices 
de la ecaacioii F{x) ^= O sean precisamente reales, sino qne com- 
prenden igualmente el caso en qne algunas ó todas son imagina- 
rías, 00 conviene segnirlas en este caso por la complicación ma- 
terial del cálenlo, y porque es preft^rible, para las operaciones 
ulteriores á qne hayan de someterse las fracciones parciales, el 
qae estas no tengan términos imaginarios. 

Espliqnemos la marcha que en tal caso se prefiere seguir. 

Ax ■}- B 
142. 1." La fracción > ._, cuyo denominador 

((^-«)" + 6T 
no tiene mas que las potencias de los factores imaginarios 

{x — a -\- b\P-iY ' (* — ** "~" *V^ Y > no se puede descom- 
poner sino en fracciones de términos imaginarios; por lo que la 
consideraremos como fracción simple. 

2.' La fracción -z rr , en la que F,(x) es el 

((x-a)--t-b')^F.(x)^ '^^ 

producto de las potencias de los factores binomios del denomina- 
dor F(x), potenciéis diferentes de ({x — a)* + b') , se descampo- 
Ax + B f.(x) 

((X - a}' + b')" '^ ((X - a)' -f b")«-iF,(x)' 

siendo KyB cantidade» constantes y reales. 

Para demostrar este teorema, tenemos la igualdad evidente 

f(x) Ax-\-B 



ne en la suma -,- 



({3f _ a)« + b'fFiix) {{X - ü)' + fe') 

fjsi ) Ax + B _ 

((a, _ o)> ^- b'fF^ ~ {{x - a)* + b'Y * 

/(^) ^ --^^ + g ■ 

((a: - a]' + fc')V.(a:) ({x - af + &')' 

í {x) - [Ax + B )F,{x) 
'{{X ~ af -I- b'YFiix) ' 



Si en el namera^Jorda estaüIlimaíraccioD ponemos a -\-bs/—\ 
en vez de ar, tendremos, observando que esta sustitución no 
anula á Fi(ib), 

f{a + &V^) - {A(a + 6\tí) -h ií)F,{a + év'^V 

Veamos si pueden hallarse valores reales y fiuitos de A y B que 
anulen á esta cantidad, 6 que satisísj^an á la ecuación 

Coraoyasesabe.quedesarrotlandorta+iV— i) y f,(^+*\^)' 
resultan i^anlidades ima^^iuarias de la furma ordinaria, á las que 
Ilamareiuos P + 0\^ y fi 4- sV^, ser¿ 



y por tanto 

de donde 



Aa + B = M, 

Ab = N. 

N Mb 



— .VH- IVs¡^, 



Na 



cantidades rúales y finiLas, puesto que ici son M, iV, a y i, y por 
que ademas b es diferente de O por suposición. 

Dando pues á las constantes .1 y l¡ estos valores , ac anulará 
¡[:r)—{Air-jrB]F¡{x),y por tanto scrü divisible poi-x — a — b\fA. 
Si es divisible por este factor Línomia, Lambien lo será por su 
conjugado x — a -{- fiy^jV por eotisifíuiente será divisible por 
el producto de ambos {x —af + 6'. Luego los dos términos de 

la fracción '- — - son divisibles por (x — fiy+&': 

({x ~ ay -h 6')V,(:.) 

suprimiendo este factor coman , y llamando fi{x\ al cociente del 
numerador dividido por [x — a)* -\- 6% dicha tracción quedará 

M - ■ , 

, y por consiguiente 



reducida & 



.*— 1. 



((x - ay + b^Y F^ix) 
fix) Ax -^ B 



/■.(^) 
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Nota. Si como !o hemos supnesto siempre, la fracción 
^ ' tiene sa namerador de menor grado que 



((3;-«)' + 6')F.(x) 

sa denominador, como la función [Ax -f- B)F¿x) es también de 

menor grado que ((« — a)' + *') i^»(^)> ann cuando sea x = 1, 

ax)~{Ax-\-B)Fi(x) 

el numerador de la fracción será de menor 

((.E-«)'+i')V,(a:) 

grado que su denominador: luego habiendo partido uno y otro 
por {x — á* + 6'» es claro que el nuevo numerador f\{x) será 

de menor grado que el denominador Ups — p)' + 6') Fiir). 

fíx) 
Corolario. La fracción -^ = 

At-\- B iiJ + ^1 ^«-i¿P + K-i 

((.-«)'+¿-)" ((x-«)' + 6»)"' '"' í^-"^"+** 

En efecto, acabamos de demostrar que 

/(J) ^ Ax + g ^ A(^) 

((^_a)»+6«)V^(a.) ((x_a)»+6«)" ((a:-a)»+6")""*f.(r)' 

por el mismo teorema será 

A(x) _ kiX + B. ACa?) 

M^) ^ A,x-^-B^ ^ f dx) 

y asi sucesivamente hasta que lleguemos á la fracción 



((a; ~a)* 4- 6')F,(a;} (« — af + í»* F,(j:>' 
Por consiguiente, samando todas estas identidades ordenada- 



su 



mente y simpliücaado^ será 



A,x-\- 






a— i 



+ 



(C^ - «]' + b') 

Nota. La fracción 



a-a 









se llalla en uno de lo3 casos anterio- 



res, y por consiguiente se ílescoraponilrá en fracciones simples, 
seguri qüeJa cllclio. 

143. Para determinar los numeradores de las fracciones par- 
ciales, se seguirá el método de los coeficientes iudeteroiinados. 

Ejamplo. Descomponer en fracciones simples la fracción 
1 

(:c + .l)(^'+2){^'-M)'' 



liaremos 



_A gg + C 



Quitando denominadores, efcdiuando las muUiplicacioDes y 
ordenando, tendremos. 



+ C 
+ 26' 



Por coniígüienle tendremos las siete ecaactones do primer gra- 



1 =i 


a;' + J 


a' + i_4 


a:' + 2013:^ + 3-1 


a:*+ Él 


+ tí 


+ Í7 


+ 2/í 


+ 2r -i- ^ 


+ c 


^v-' 


+ A' 


+ c 


+ /> + 3^ 


4- W 


+ G 


-¡r D 4- E\ H-3/> 


+ 2E 


+ 5/" + 5F + A' 


+ ai" 


_l_ G -1- 5G + 2F 


+ 2tí 








+ 5G 





do con siete incógnitas; 



tf-f C-l- /■+ 6Í = 0, 

O, 



U + 2B + 6- -I- /> + 5F + G 

2fí + 2í7 + fl H- J7 J- 5/' + 3G = O, 

5^ + ¿f -I- 2í: + 20 4- £ -i- 2f + Sí; = O, 

fl -I- í: + 2fl + ü¡¿ + a/' 4- 2C = t), 
2.1 + í; 4- 2£ + se = 1 . 

Conviene principiar |ior eliminñT la />(Aíg. <;/em.84, 3."^, "i La 



sil 

eliminaremos entre 3.' y 4, 'entre 4.' y B,' y entre S.' y 6.', y 
asi resoltan las seis ecaaciones con seis incógnitas: 

A-^ B-\- F~0, 

B + C + F + C = 0, 

44 — Í7— £ — 2(?=0, 

U--5B— 2C — £ — 4F—5G = 0, 

^A -j- C ~ E + G=^Q, 

2A+ C -f 2£ + 2í;= 1 . 

Elimino ahora la f entre 1 .' y 2.', y entre 2.' y 4.', y resoltao las 
cinco ecuaciones con cinco incógnitas: 

A ~ C — G=0, 

5^ -{- /í + ac — £ + e = O, 
44 — C ~ E -2í; = o. 

2/1+ C -^^E+^G—i. 

Como la ü no entra mas que en la segunda ecuación, prescindo 
de esta ecuación, y tendré cuatro ecuaciones con cnatro incóg- 
nitas. 

Elimino la /í enlre las a."* y 3.^ de estas cuatro, y entre las 3.' 
y 4.% y tendré las tres ecuaciones con tres incógnitas: 

4 + 2C + 3G = O, 

12-4 + 3í; + 4G^Í. 

4 — í: — G = 0. 

Elimino la 4 entre i.' y 2.', y entre 1.' y 3.% y resaltan las 
dos ecuaciones: 

21C + 32fí =—1, 

3C-f- 46 = O, 

de las cuales resultan 

y por consiguiente 

Luego 

i _ A 

{x 4- 1}x* (x* + 2) {a;' + 1)' a: + < 

4a;— i ia: — i _ 1 



ix 


— i 


X* 


+ 2 


X - 


— 4 



(x»+ I)" a;«+4 i3(x+i) 3(.t' + 2) 

X— ) a; — 1 



2 Ca:« -V \Y ík 1=^" -V Vi 



N&TA El tenretoa (136) puede espoüerse bajóla forma siguien-' 
te, mas genera!, y que se demuestra del misnio modo. 

Si F{x) — (a;~ a)°'...[x — 1) fi(j;), siendo Fi(,r) el produclo 
de las potencias de los factores binomio.?, reales ú imaginariüs, ó 
Je las dos clases, det denominador, será 

(x — af.,.(x — b)^F,{x) (x — áf 






siendo 



(x — 0^ (» - a)'"*. ..(a! — lf"^Fi{x) 






Corolario. 

/C^) ^ ^U h-i 

{x-ü)\..{:r.—l)^Fi{3;) {X-af (r-B)»-' ''"■"" x-a 

+ 

+ -/_ ._^ +4-^ 

De esie teorema se infiere qne si el denominador de la frac- 
ción dada lienc raices rea[es óimaginarías, se podrán hallar los 
nnrueradores Je las fracciones simp!es corrcsimnilícntes a los 
factores binomios reiiles por el mií'lodo de descomposición por 
partes; y restando la suma de estas fracciones 3Ím])le3 de la frac- 
ción propuesta, qiiedaríi por descomponer una fracción cuyode- 
nnminador no tendrá mas que factores binomios imaginarios. Los 
nuraeradores de las fracciones simples, corrcsponJientes á esta 
última fracción, se hallarán por el método délos coeficientes inde- 
terminados. 

Puede aplicarse csle método al ejemplo anterior, cuyo deno- 
minador tiene el factor binomio real a- -j- !. 



NOTA. 



I- 



ANÁLISIS INDETERMINADA DE PRIMER GRADO. 



144. üABEHOS {Alg. elem. 99) queuDsislema de ecaacíonesde 
primer grado, en que el número de iocógnitas es mayor que elde 
eruncioncs, admite una ¡nPiDidad de soluciones. La análisis iode- 
terminatla de primer grado tiene por objeto resolver los dos pro- 
blemas siguientes: 

4°. Hallar las soluciones enteras y positivas de una ecuación 
de prime*' grado con dos ó mas incógnitas. i°. Bailar las solih 
cioncs enteras y positivas de un sisletna de ecuaciones de primer 
grado con tnatjor número de incógnitas. 

Para resolver el primero de estos dos problemas, conviCDe 
prÍDcipiar por demostrar los teoremas siguientes: 

145. Una ecuación de primer grada 

ax + by + cz i- .... =^V 

«o admite ningxma soiucion entera^ si tos eoe/ieientes a, b, c- 
tienen algún faetor romtiN, que no lo sen del segundo miembn(i). 
Eq efecto, sea /'el factor común i los coeficientes a, 6, c..., 
TJr = a, jf^6, J = T,.... unasolucioD de la ecuación, siendo 
a, 6, T,.... Dameros enteros: tendremos 

oa -h 66 + «T + — = *: 

siendo fnn factor fomun i a, b, c, ... . seri factor de «a, de (6, 
de <^. ..., y por consiguiente también f seri divisor de la smi 
«z -J- 66 + «T + — ^ de SD igual t; lo qae es coatnrio i h 
hipótesi. 

146 £• eewKHm eon dos iucógnitat 

ax -f by =: c. 



{é\ En bdx «sta (miü i«pc«dmuo$v ann ciundo no lo airirtamos, qit 
la «riUí-itW ^ {víBKr ^náo or -f ^- -^ es -)-.... = k úeae sa& uMÜijtiW 
MitNVKs T tp» «su nMuptetaniM&te amplifica !a. 
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«I la que los coeficientes a, b, c son enteros , y a y b primos 
entre si, admite una infinidad de solwiones enteras. 

Hagamos posítiro, ütí do lo es, el coefícíente a ób que tenga 
menor valor absoluto, lo que se consigue en caso necesario mu- 
dando los signos de todos ios términos de la ecuación; y supon- 
gamos que sea a el coeñciente positivo de menor valor absoluto 
que b. 



P 



c 


a 


*1 


r 


*' 


s 


~J' á fs" 


b 


a 


r 


r' 




9 


9' 


9" 




r 


r' 


r" 





Despejando la x en la ecuación propuesta, será 
c~by 



y llamando p, q k los cocientes enteros, y s, r& los residuos de 
las divisiones de c y 6 por a, tendremos 



x = p —qy-\- 



s — ry 



.[A]. 



Hagamos 
de donde 



* — *^_ 



!/ = 



s — at 



y llamando p\ g' i los cocientes, y s', r' á los residuos de las 
divisiones de * y a por r, será 

y=P'-9'í+ *1::^' t^. 



Hagamos 
de donde 






r 

1'=.'. 

«' - rt' 



y llamando p", q" á los cocientes, y «", r* á los residuos de las 
divisiones de í' y r por r', tendremos 

t = p" — q" t' + 



Continuando del mismo modo, y observando que r, r\r"f etc. 



SI 6 

£on los residuos qnc se encaentran haciendo con 6 y a las 
mismas operaciones que para hallar sum. c. d, estamos seguros 
de llegar á un residuo 4 , puesto que ^ y a son números primos 
entre si. 

Supongamos, para fijar las ideas, que el residuo r*' = 1: ten- 
dremos por lo tanto 

í-p"-9"í'+*-^'- [C\. 

llagamos por ultimo — ^-=í", 

y será (' = «*— r'í". 

Es evidente que cualquier valor entero de (" (a) hace tambieo 

g" (' 

entero á ('. Siendo enteros t''6 — ,— y í', la ecuación [C] pmeba 

r 

¿ y'I 

que también lo será í. Siendo enteros l y t' ó , la ecuación 

r 

[B] prueba que también será entero el valor de t/. Siendo y entero, 

y también í ó su igual ~, la ecuación [A] prueba que el 

a 

valor correspondiente de x será también entero. 

Según esto, por cada valor entero de t'' resulla un valor en- 
tero de y y otro de x que satisfacen á la ecuación [A], que es la 
ecuación dada, puesta bajo otra forma; y como á t" podemos dar 
una infinidad de valores enteros, se infiere que la ecuación pro- 
puesta tiene una infinidad de soluciones enteras. 

Nota. Eft la demostración anterior hemos considerado á 6 ye 
como positivos; pero los signos no influyen en dicho razona- 
miento, y puede repetirse, si se quiere, poniendo en la ecuación 
propuesta — 6 en lugar de 6, y — c en lugar de c. 

Ejemplo. Hallarlas infinitas soluciones enteras de la ecuación 

23x — 83y = UI. 

Despejando la x, tendremos 

. = iíL+^ = 6 + 3, + ' + ll^ 
23 ^ ^ ^ 25 

Hago -23^ = '- 



(a) Por abreviar la frase, consideraremos en esta teoria al O como nn- 
jíiero eatero. 




g3t — 5 _ , , 7í — 3 
16" ~ "^ ~Í6~' 




7f — 3 



16í' 



= í'. 



Hago 

de donde 



= 2í' + 



7 " 



,=!il=:i=3,'._,+':zii 



Hago [lOr úUimo 



t'' — 1 



2 



= t" 



K 



dedoQíle 



/" = i -f- 21"'. 

Dardo aliora^ á r un valor arbitrario entero, O por ejemplo, 

era t'' ^ U y por consiguiente 

Tenemos ya una solución entera íc = 32, y = 7. 
Daiiilo á £"' el valor 1, será 

l" =5,t = M;y = 3Ü,:c= 117. 
' Tenemos otra solución entera j; ^: 1 17, y ^^ 30. 

Conlinnando del mismo modo, pueJen hallarse cuantas solu- 
ciones enteras se quieran. 

147. Habiendo obtenido una sofucion cutera x ^ a, y ^ 6 
fíe la eciíacion as. + by= c, las fórmulas x^r^ct — bt, y = 6-|- 
at, en <jmc I es un numero enle.ro cualffithra po>iilivo ó negativo., 
nos darán las infinilas soluciones enieras di; dicha ecuación. 

En efecto, sea a. -(- m, 6 + n otra cualquiera do las infini- 
tas í^olaciones enteras de la ecuación: tendremos 

a{a + íb) + íí(6 -\- n)=: c, 

y efectuando, y reduciendo, será 

fflíB -{- frrí = O, 

de donde -=^ — —. 

n a 

Paesto que a -f- m y € -|- n forman una solución entera de 
la ecuación propuesta, se inficrp cfue wy» son números enteros, 



^ 



: 



j por consiguiente, , puesto quefl y bson primos entre si, scríin 
m y « (-IrifHí. 39) istuales respcclivamcnle ñ — (i y n mullíplica- 
itos pur un mismo número eiiLoro (, es decir m = — íií, n ^ al; 
luego c 4- )ij :z^ a — ¿í , 6 + n ^ 6 + ai ; luego luda so- 
iuntoíi dfl la ecuación prupuesta se halla contenida en hs ífir- 
mulfis x=^ a — tí, y :^6 4- af- Al contrario, toda combinación 
de valúres que nos den oslas fórmulas, teniendo f un valor cual- 
qnicra, es una solución <Ie la eruacion propuesía; pues susli- 
tnyendo estos valores en dicíia ecuación , resulta la identidad 
na -^ ftS = c; que es lo que queríamos demostrar, 

PÍOTA. Dando á í en estas fórmulas los valores ... 3,2,^,0, 
— ^, — 2, — 3,..., los correspondientes de j; é v son: 
x:=...aL— 36, a^ 5/), a — h, a, a. ■{- b,a ~\-^h, a-f-36,... 
T/:=:...6-f-3ar^+2a, B 4- a, 6,6 — a, S — 2ci, g — 3a,... 

Luejío los valores de a; forman una progresión aritmt'tica, 
cuva diferencia es el coeíicíentc de y, y los de y forman una 
progresión aritmética, cuya diferencia es el coeficiente de ,t mu- 
dado el signo j ó al contrario, porque se puede cambiar en las dos 
fórmulas el signo de í, y escribir 

íff^a. + í'íi ? = ^ — oí. 
148. Esto supuesto, se puede decir que [a única dincuUad, 
para liallar las infinitas soluciones enteras de la ecuación 
ax-\- by^^ r, consiste en liallar una solución entera a; ^=a,T/^6. 
La demostración del teorema (146) nos indicü el modo de ha- 
llar esta solución ; pero no hay necesidad de continuar hasla 
el fin , pues siempre se llega , mas ó menos pronto, á uq 
quebrado ín que es fácil ver eí valor que debe darse á la indeter- 
minada, que entra en el numerador, para que el cociente sea 
un número enteru. 

Asi, en la ecuación 

2Sa: — 8% = 14! 
despc'jaiido la x, tendremos 

5 + 161/ 



Hago 

de donde 



y ~ 



23 
23í — 3 



— f. 



= í + 



7í— 3 



Sin paaar adelante, se ve que f=^5 hace estero al cociente 



7í— 5 
16 ' 



)or coosigiiienle 



y 



«9 



7 :^6, a!^39 =a.: 



ie^'O las formólas qa^ nos darán las infinitas solacloDeR enleras 
V,i ecDüdon, scrcín 

x = ZÍ + 85í,i/=7H-23í. 

Oíro ejemplo. Hallar las iiifinilas soluciones enleras de hi 
cuacion 

SÜx— 24^^93, 
5i¡í — aaj; =: — 9S. 
Tenemos, despejando la y, 

SSj! — 93 „ _ . 7x — 91 



24. 



2.C — 5 + 



24 



^^-i 



donde se y¿ que haciendo a; :^ 3 = a se desvanece el quebrado 

7j; 21 

— ^— — , T queda por consiguiente para y el valor enicro 

jr ^ 5 ^ 6: luego las fórmulas serán 

ar = o + 24í, y — o -t- Sfií. 

(49. Casos particulares en que se Ualla con brevedad una so- 
lurion entera. 

»{" Cuando nnode los coeOcienles Je las incógnitas os divisor 
del 2." miembro, se da á la otra ¡nctigiiita el valor O, y ae halla- 
rá fácilmetiie el valor entero corresjioridiente de la primera. 

^L Ejemplo. Zx -\- 7y ^= íS. 

^^ Como 3 es diTisor de Ib, haré ?/ ^ O = 6, y será por consi- 

guienle ¡r := 3 = ct: 

luego las fórmulas son 

tf X ^D ^ 7t, y ^5l. 

■ 2.^ Coando el segundo miembro c es mülliplo de íi + í< 6 
de a — h; pues si 

f =i^ (a -f- íi)™, ó am + fim =^ f, 

será evidentemente a ^ wi, 6 ^: m; 

y si e ^ (a — b)m ^= nm — bm, 

será oi^^m, 6=^ — m. 
Ejemplos. 1.** 7* + 9(/ = 64. 

Como 64. = (7-[-9)x 4, 

irá a = 4, 6 = 4; 



y las fórmulas serán 

aj = * — 9í, y = 4 + 7í. 
2.° 7x + .3¡í = 20. 

Como 20 = (7 — 5) X », 

será a =:5, 6 = — S, 

y por consiguiente 

a; = K - 3í, y = — 3 + 7/. 

Y ISO. La regla (S) para la formacioD de las reducidas de una 

fracción coniínua dá también un método, aunque no tan sencillo 

como el espaesto, para hallar una soluciou entera de la ecuación 

ax 4- by = c. 

b' 

Sea— 7 la penfiltima reducida de la fracción continua equivalente 

al valor absoluto de — : sabemos que la última reducida será — . 
a a 

Ahora bien, si -;- ocupa lugar par, la — ocupará lugar impar; 
a a 

y por consiguiente ab' — 6o' = 1 ; 

laego también a x 6'c — b>í a'c= i x c ; 

luego a = b'c, 6 = — a'c. 

Si la penúltima reducida — ^ ocupa lugar impar, y por consi- 
guiente la — logar par , será ab' — ba' = — 1, y por tanto mul- 
a 

tiplicando los dos miembros de esta igualdad por — c, será 

a X — 6'c -f- 6 X o'c = c; 
luego a = — 6'c, 6 — a'c. 

,^' Ejemplo. Hallar las soluciones enteras de ia ecuación 
^ 23ic— 8Síí=: U1. 

Reduzcamos á fracción continua la fracción ordinaria §;, y 
tendremos 



83 I 23 I 16 7 I 2 

[S I í 2 |3 

16 7 2 1 O 
88 _ 1 



3 + 



23 ^ 1 



2 + 



^ + 1 



I 
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"renacidas son : í, 4. Vi í!» SS- La penúlllma ocupa lagar 
ar; luego 37 x 23 — 85 >: |0 ^: 1 ; y miillíplicando ios dos 
iembros dii csU iyualdad por 141 , será 

2Ó X 57. Ul — 83 íc lO.Ul =Mi; 
por Lanto a. = 57.141 ^ 6= 10.141 ; y las fórmulas scrSo 

X=y217 4-85Í, y =UIO + 35í. 
151. Pasemos ya á bailar las soluciones enteras y posiLívas 
e la ecuación ílc -f- fry ^^ c. 

Supondremos , como aítes , queaesun número entero posi- 
tivo; h podri ser posiiivo ó negativo; y por lo tanto tenemos qiie 
considerar <los casos, b [tosilivo, fl b negaLivo. 

1." SI íi y fison positivos, c dahevá Umbion ser positivo, pues 
de otro mo<lo ¡c é y no podrían lenor valores posilivos, como que- 
remos que los tengan. 

Las soluciones enteras de la ecuación propuesta se obtienen 
por las fórmulas 

x= a — bt, y ^ ñ -\- ai; 
mego si estos valores enteros de s é y lian de ser posilivos, debe- 
án verificarse las desigualdades 

a " tí > O, 6 -f- üí > O, 
de las cuales resultan 

, a , 6 

í< í> — — ' 

o a 

Vemos que t se lialla comprendido entre los dos DÚmeros 

-^ y ; y como í 65 cDtero, el Dúmero de sus valores ser& 

o a 

limitado, y por tanto la ecuación propuesta tendrá un número 
finito de soluciones enteras y positivas. SÍ sucede que los dos 

números— y — -no comprenden ningan número entero, la 

b a 
ecuación propuesta no tendrá ninguna solución entera y positiva. 
1.° Si a es positivo y b negativo, poniendo en manifLesto el 
signo de t, la ecuación será 

ax — hff = c; 

y las fórmulas que darán en este casu las soluciones enteras, 
seráD 

valores qae serán positivos si 

a-f ftt >0,6 -|-aí>0, 






Ui 

O o 

laego dando á í valores mayores qoe eslos números— ^ y — t » 

o o 

las desigualdades quedarán satisfechas, y por tanto la ecuación 
propuesta tendrá una infinidad de soluciones enteras y positivas. 
Ejemplos. i° Entre varios hombres y mujeres han gasta- 
do 350 reales en una fiesta : cada hombre ha pagado \G reales y 
cada mujer 9 redes, ¿cuántos hombres y mujeres iutbia? 

Sea X el número de hombres, y el de las mujeres : tendremos 
la ecuación i6a; + 9y^330. 

De esta ecuación deduciremos fácilmente las fórmulas 

ic = — 3 — 9í, y=42+ í6í; 
J pues el número de hombres y mujeres es positivo , tendremos 

— 3 — 9í>0, 42 + 16í >0, 
de donde í< — 4, í> — 2 {. 

Como estos limites han salido negativos, mudaremos en las 
fórmulas el signo de í, y serán 

«= — 3 +9í,y=42— 16í; 
luego — 3 -f 9í > O, 42 — <6í > O, 

de donde resultan l>i, í< 2 f . Luego los únicos valores que 
puede tener (, son 1 y 2 ; y por tanto el problema no tiene mas 
soluciones que las dos siguientes: 

t = \ ... x = 6, ¡í =26, 

í = 2... a; = <S,y=10. 

2." Com})oner 500 reales con daros y napoleones. 

Sean x é y los números de duros y napoleones: tendremos 

20a: + 49¡/ = SOO. 

Como 20 es divisor de SOO, tendremos i/= O = 6, « = 25 = a; 

y las fórmulas serán 

a:= 23— í9í, y = 20/. 
Por consiguiente 

2S — 19í >4), 20í > 0; 
í<iS, í>0; 
luego / no puede tener mas valor qne 1 ; y por tanto a; = 6, 
y = 20, única solución del problema. 

3." Componer 300 reales con duros y napoleones. 
Tenemos 20x + iQy— 500; 

y = ^ 6, x=:=\^ = ol; 
a;=48— I9í, T/ = 20í. 



Tendremos ahora 



íít 

JK 

£ < ^, t > 0; 



luego í no tiene ningún valor entero i;omprentIiilo entre eslos 
dos números, j por lanto el problema es imposible. 

¿.° Hallar un número que dÍLfidído por 7 dé '& de residuo, 
t¡ fjue dividido por IS dé 3 de rcsnhio. 

Sea N el número , x el eocieule entero y positivo de sq JivI- 
sion por 7 , ij el de su división por 5 : tendremos 

jy=7x-\-^, IV—iSn^ói 
y por consignicnte 7íc -|- S ^= < 8^ -f 3 , 

Las fórmulas son 

x^\G -\- i8t, y = k ■}■ 7i. 

CoELü JE é fj Jeben ser positivos , [enclremos 
10 + 18é > «, 4 -p 7í > Ü, 

— a 4 

ó f > — -— , t > ; es decir f puedo lener los infitiiLos 

valores O» 1, 5, 3, 4....» y la ecuación propucstalos inliniías 
wlucionei respectivas: 

x= flO, y= Á, 

x = 28, y = li, 

x = aG, y = 18, 

ele. ; 
y por tanto los inrinltos valores de N son 

),í:^1 iV^yS. 201,527, 455, etc. 

■Íb2.'' kesoiitcian cu números enleros y j}osilivos de una ecua- 
ción ax -h by -j- cz +....=^ k, /¡ne tiene ¡res ó mas incúguilas. 
Coiisiilerenios en primer lagar la cciiaciotí de primer gi'ado 
con tres incúgailas n.i: -j- % -\- cz =íi. 

Tenemos quo [üstinguir dos casos: l.° tjue cxistau lIos coe- 
ficientes (entre lo$ tres a, b, c) que sean primos entre si. 2." que 
tomailos dos á dos tengan siempre un factor común. 

Primer caso. Supongamos que a y b sean números primos 
eñlre si. 

Considerando á z como conocida, y pasando al segundo 
miembro el término cz, será la ecuación 

rtX + fry ^^ d — C3. 



tu 

Hallaremos ahora uoa solución » = a , y = 6 de esta ecoa- 
cion (tz y 6 lendrán en general la forma m -\- nz, p -{- qz); y 
las fórmulas que nos darin todas las soluciones cuteras de laecua- 
cioD, serán 

X =0. — bt, y =6 -\- at, 
en las cuales, dando i z y t valores enteros, se tendrán los va- 
lores enteros correspondientes de x é t/. 

Pero si los valores de x,y ,z han de ser enteros y positivos, 
los valores de ^ y t deberán satisfacer á las desigualdades 
a — ftí > O, 6 + ai>0. 
Ejemplo. Hallar las soluciones enteras y positivas de la ecua- 
ción Eb - 7y + 2)2 = tOl. 

Como los coeficientes de x é y son primos entre si, tendre- 
mos, considerando á z como conocida, 

}ix — 7tj=W\ — 'ihz. 
Despejando la x , será 

X = ^> = 20 — 43 -f y + -^ --^ — 

5 5 



Hago 

t 

de donde 



2y-z+l _ 
_ — ij 



5 



5í + 2 — í ., , í -I- z — 1 



Veo que si í ^ 1 — z , el valor de y será entero: 

t/ = 2(i — z) = 6 , ¡r = 23 — 7z = a. 
Luego tas fórmulas son : 

a; = 93 — 7? + 7í , 
1/ = 2 — 2z -f Si. 

Dando en estas fórmalas á z y í valores enteros arbitrarios, se 
obtendrán los correspondientes de ^ é ^■ 

Mas si los valores de x, y, z han de ser también positivos, 
estableceremos en primer lugar las desigualdades 

23 - 7s + 7/ > O , 

2-23 + 5í>0, 
de las cuales resultan 

, 72 —23 . 22 — 2 * 
t > . í > 



7 ' b 

es decir, que si damos á z un valor arbitrario entero y positivo. 



I 



f '3, 3...., deberemos dar á t un valor mayor que el major de 

, , 7s — 93 2^ — 2 
los quebrados , — . 

I n 

Asi, si r ^= í , como entonces í > — - — , í > O ; í deberá 



"^er mayor que 0. Hagamos pnes i^Í: los íalores correspon- 
dientes de a; é y serán 

Componen pues uan solución de la ecuación propuesta los nú- 

Pineros enteros y positivos 

Se pneden de esle modo hallar inñoLtas soluciones enteras y 
positivas. 

Seffuniio caso. Si los coeficientes a, b, c tomados dos á dos 
llenen siempre un factor común, pasando C2 at segundo mlcui- 
^jJiro , será 

^P a£ -^ by :^ d — cz. 

Sea m el mayor factor común A a yb,my e serán primos entre sí, 
pues sino, los tres coeficientes a, b, c tendrian u.i factor co- 
mún , lo que no puede ser (¡45). Sean a' y l>' Jos cocientes de las 
divisiones de a y & por m : [cndremos 

^L « .1.' ^ — '^^ 
B a'x -h b'y = , 

^F m 

ecuación en qne a' y b' son números primos entre si. 

IAhora , puesto que — debe ser entero, haremos 



m 



d — cz 



= t, 6 mt -^ cz =: d. 



ecuación en la que los coeficientes m y c son primos entre si, y 
que por consiguiente tiene inOnitas poluciones enteras: de ella 
resultan las fórmulas 

í^Gt — cí', 3 = 6 + mt\ 

La ecuación propuesta será por lo tanto 

a'x -{- b'y ^^ OL — ct\ 

de la cual salen las fórmulas 

¡r = a' — b'i" , y^€'-\- a't", 

siendo x :^ Cí'ft/ ^6" una solución de la misma , y contenieu- 



do a' y €' , ó por lo menos una de lás dos, á la indeterminada f: 
luego tendremos por último las fórmulas 

a; = a' — é'í". 

í = 6 + mí* ; 

es decir que en general x é y dependen de las dos indetenniDa- 
das t' y t", mientras que z solo depende de una sola indetemí- 
nada r. 

Ahora , si los valores de x, y^z han de ser positivos, esta- 
bleceremos las desigualdades 

<x' — br> O, 
€*-for>0, 
6 + mi' >0, 

qne nos indicarán los valores enteros qne pueden darse i 

ÍDdelcrminadas t' y t" , para que dichas desigualdades se ve- 
rifiquen. 

Ejemplo. iOíC + 15¡/ + 6z = ÍOl. 

Tomando dos á dos los tres coeHcientes 10, 1S y 6^ siem- 
pre tiene un factor coman. Pasemos 6z al segando miembro J 
tendremos 

10a: + 15i/ = iOI —6?, 

O 2a; + 3y = „ -. 



40< — 6s , . 
Gomo ^ — - debe ser entero, haremos 


***^~^"-í, 6 5í + 6r = 10í, 


de donde resultan las fórmulas 


(=19 — 6í', 2r = l +5í': 


luego la ecuación propuesta se convierte en 


2x + 3y = 19 — 6í', 


que nos da las fórmalas 


a; = 8 — 3í' — 3í", y = i + 2***. 


Luego las fórmulas que nos darán las soluciones enteras Ae " 


ecuación propuesta son 


a; = 8 — 3í' — 3í'' , 


!,= l+2r, 


x=\-\- 5í'. 
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Si estos números ban de ser positivos , tendremos 

8 — 3í' — 5í" > O, 

1 + Sí" > O, 
l+5í'>0. 

Las dos últimas de estas tres desigualdades dos dan f > — 1, 
I* > — i; luego estas dos quedan satisfechas dando á í',y í" va- 
lores enteros y positivos desde O en adelante. 

Pero la primera desigualdad limita los valores de estas inde- 
terminadas; pues de ella resulta 

í' + í"<|. 

Tenemos pues las seis solaciones siguientes: 

1.» í' = 0, í"==0;x = 8, ¡/ = 1,z=l, 

2.' í* = O, í" = 4; a? = S, y = 3, z = 1. 

3." í' = O, í" = 2; X = 2, y = 5, í = 1, 

4.' í' = l.í"=0;a!— 5, y =i.z^6, 

3.' C = i , í" ^ i ! a; = 2, y = 3, í = 6, 

6." f=i,t" = Q;x = ^,y=l,z =H. 

^0 453. Pasemos ahora á hallar las soluciones enteras y positi- 
vas de la ecuación con cuatro ^ cinco , etc. incógnitas ' 

ax + fty + cz + dw + . . . = A. 

Hay que considerar dos casos como en la ecuación con tres 
incógnitas ; íi saber : 1 ." que existan dos coeficientes primos entre 
si; 3.° que tomados dos á dos los coeficientes tengan siempre un 
factor común. 

Primer cato. Si a y 6 son primos entre si, se pasan los tér- 
minos cz, du, etc. al segando miembro, y se |)rocedo como en el 
primer caso de la ecuación con tres incógoitas. 

Segundo caso. Se sigue también la misma marcha qae en el 
segundo caso de la ecuación con tres incógnitas. 

Ejemplo 1 ." 2a; + 3t/ — 42 — 8w = í 00. 

Como los coeficientes de x é y son primos entre si, ten- 
dremos 

2a! + 3y = 100 -{- 43 + 5m, 
de donde íc = 50 + 23 + « — 31, 

y=« + 2í. 



Se darán ahora á 3 y u valores eoleros y positivos caalesqaie- 
ra, y á ( valores enteros convenientes, para que los correspon- 
dieoles áe x éy salgan positivos. 

Ejemplo 2." í2j! + 6ff + lOsr — íííu = 73. 

En esta ecaacion los coeficientes de las incógnitas tomados 
dos á dos tienen siempre no factor común. 
Escribiremos pues la ecaacion de este modo; 

12;r + 61/ = 73 + 4S« — 102, 

_ , 73 + 15u~102: rii 

2a: + y = ^ g [^]- 

Gomo el segando miembro debe ser entero, haremos 

73 + 15W— 10z_ 

6 ' 

6 6í 4- (Os — I5u = 73, 

qne es el segundo caso de ana ecaacion con tres incógnitas. Es- 
cribiremos paes esta ecaacion del modo siguiente: 

6í + tOz = 73-1- 45m, 

Como — — debe ser entero, haremos 

2 ■ . 

Í5^i?^ = í'.ó2í'-Í8« = 73, 

de donde resaltan las fórmalas 

t'=z 29-I-15Í", 

.« = -■ i -{- 2í". 

La ecuación [B] será por lo tanto 

5/ -F 52 = 29 -I- 1 Sí", 
de donde salen tas fórmulas 

z=^\ +5r, 

í = 8 + 5í" — Sí'". 
Luego la ecuación [A] será 

2¡F+!/ = 8-f-5í" — Sí'", 



de ílonde vienen las fórmulas 
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y = 8 + 5/'" — Ht'" + 2í" . ^H 

Tenemos pues halladas las cuatro fórmulas qne (ian los valo- 
res enteros de las cuatro incógnitas x, y, s, u. Dando aliora á las 
tres indetermi nadas (", í'" y í" valores enteros convenienles para 
que los valores de Lis cuatro incógnitas sean posUivos, tendremos 
Jas soluciones enteras y positivas de la Cicuacion. 
9 lüi. Resolución del segundo problema de la ianálisis indeter- 
minada de primer grado» á saber: hallar las soluciones enteras y 
positivas de das 6 inas ecuaciones de primer grado con mayor '* 
número de incógnitas. 

Consideremos en primer lugar el caso de dos ecuaciones cou 
tres incógnitas; j sean las ecnaciones 

ax -\- tiy -\- G2 = d, 
a'-t + l)'y + c's = d\ 

Como traíamos do hallar las soluriones enteras y positivas 
comuoes á estas dos ecuaciones, los coeficientes a, b, c no pue- 
den tener ningún factor común á los tres (145), como tampoco 
los coeíicientes a', 6', c. 

Esto supuesto, eliminemos entre estas dos ecuaciones una de 
las incógnitas, s por ejemplo, y resultará una ecuación con las 
dos incógnitas Jc é y, que representaremos por 

Ax -{- By = C. 

Si los coeficientes A y B ñe esta ecuación (después de que se 
haya simplificado enteramente) son primos entre s! , en cuyo 
caso esta ecuación tendrá infinidad de soluciones enteras, dedu- 
ciremos de dicha ecuación las fórmelas 

X = a — Bt, y =1 ^ -\- Át: 

sustituyendo estos valores rn una de las ecuaciones propuestas, 
resultará una ecaacion con las incógnitas s y I , y la represen- 
taremos por Mz -}- Ni = P; 

y si esta ecuación tiene soluciones enteras, deduciremos de ella 
las fórmulas 

s = aL' —Nt', t = 6'+Mt 
Sustituyendo el valor de f en las fórmulas que dos dan los valo- 
res de a: é y, tendremos ' 

x=a — B&— BMi\ 

SI = 6 + >lúc' + AMt!. 






^si Lenilreoios los tres incógnitas ss^ y, 2 en función de la íd- 
iJcterminada ¿ . 

Para que los valores de las incógnitas sean positivos, hallare- 
mos ios lijnitcs entre que debe hallarse i por medio de las des- 
igual liades 

a — Íi5' ~BMl' > O, 
6 + Aa' -^ AMi' >0. 
a' — /Vi' > 0. 
Nota, Si simplificada enteramente la ecuacioo 

Mz ^ m = p, 

fuere 3f ^^ t+r I , será s =^P — A'í ; y co este caso los valores 
de las tres incógnitas serán 

a: = G — Bí, 
1/ ^ a + ií , 
z = P~ Nt, 
y por lo tanto solo dependeráo de la primera indeterminada. 
Ejemplos. 1 ." 2íf + Utj — 7z = 541 , 

^\ ÍO.B+ 4t/ ^- 9j = 475. 

Estas ecuaciones tendrán qaizíi soluciones enteras coronnes, 
puesto que ios coeficientes de las tres incúgnilas no liencQ niaguD 
factor común. 

Eliminando entre ellas la o;, resulta la ecuacioo 

5f/ — 23 = 56 , 
la cual tiene infinidad de soluciones enteras, dadaa por las fór- 
muhs 

Sustituyendo estos valores en la primera de las dos ecaacio- 
nes propuestas, resulta la ecuación 

2x-f7í = 13, 

que tiene inQnitas soluciones enteras, Las fúrmulas que tas ilai 
80D : 

x = G9-\-7t', 1 = 1 —Sí': 



por consiguiente 

5 ^ — 23 - 

Luego las soluciones enteras de las dos ecuaciones propuesli* 

están dadas por las fórmulas 



G¡', y — 2— 4í' 



íc = 69 + 7í' , (/ ^ g - 4í' , 3 = — 33 — 6í' 



I 



k 
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Para que estas solaciones enteras sean además positivas, estable- 
cei'cmos la^ desigualdades 

69 -f- 7!'- > O, 

•;;■' 2-4í'>o, 

— 2S— 6/' >0, J 

de las caales se deducen J 

í>-9?, I 

" decir que ¡' debe tener los valores — 5, — Gj — 7, — 8, ^ — 9, 
y por tamo Iss ecuaciones propuestas üenen cinco solnctones 
enteras y positivas. 

2." Seau las dos ecnaciones da primer grado con tres incúg- 
uitas 

5j; + i2y + 2as = 12, J 

b.r-{-21y +¿03— 20. ^ 

Gomólos íres coeficientes de las incógnitas x, y, s no tienen 
ningún factor conmn en ninguna de estas ecuaciones^ cada una 
de ellas tiene ínfinitiad de soluciones eoleras , y por tanto las dos 
tendrán quizá soluciones comunes. 

Eliminando la s entre ellas, resulta la ecuación j 

que 00 puede tener soluciones enteras, y por tanto Jas ecuacio- 
nes propuestas no tienen ninguna solución entera común. 

Si en lugar de eliminar !a i, liubiéramos eliminado la x, hubie- 
ra resultado la ecuación 

5y + 10r = 4, 

que tiene infinidad de soluciones enteras dadas por las fórmulas 

ÍT =. 1 + 3í , 

Sustituyendo estos valores en la primera de las dos ecuaciones 

propuestas, resulta la ecuación 

Si " iSí = ! 1 , 

quB no tiene solución alguna en números enteros. Luego las ecua- 
ciones propuestas tampoco tienen ninguna solución común. 

Problema 1°. TomponCT' 'ÜO rcaíes con 20 «lonecíaí, a saber, 
con medios duros, ■péselas y erarios. 
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Sean x, tf, z los níiineros de medios duros, pesetas y cuartos: 
Eom.indo por unidad de dinero el cuarto, el medio duro típne S^ 
cuartos, y la pestrLa 34; luego tendremos las dos ecuaciooes coa] 
tres incógoLlas: 

8Sj! + 34tí + z = 170» 
X 4- 1/ + 3 = 20. 
Eliminando la £, resulta 

&iif +35ff = 130, 

ñé donde salen las fórmalas 

x^ i ~ 33í, y =2-]- 84í; 

y por consiguiente, sustiluyendo estos valores £d la segunda de! 
dos ecuaciones propuestas, tendremos 

z=i7— m. 

Como los valores de x, y, s deben ser positivos, teodremos 
tas desigualdades 

i — 33í > O, 

S + 84/ > O, 

17 — iSí > Oí 

de las cuales resultan í< ^, t>— i¡, t< jí; luego I do puede te- 
ner mas valor entero queO; y por tanto la única solución del pro- 
blema es X :=i, ;'/ = 2, z ^ í?, la cual es fácil comprobar. 

Problema 9.' iie han comprado iÚGreses, ásaber, (fueyes, va- 
cas y terneros, jmr ^0000 reales: cada buey costo M^OO reates, cada 
vaca 800 reales, y cada ternero 320 reales. Se quiere deíírmínar 
el número de bueyes^ el de vacas y el de terneros. 

Sean .r, y, z estos números: tendremos las dos ecuaciones 

¿c+jí +¿ = ^00, 
IOOOj^ + Smy + 320j ^ 50000, 
6 simplificando esta última, 

25x+ % -\-8z = 15S0. 
Eliminando entre las dos la aj, resulta 
17j; + 1 2¡/ = 450. 
de la cual salen las fórmulas 

T=^C)— 12í, t/ = 46+ 17f: 

sustituyendo estos valores en la ecuación 

z— \oo — jj — x^ 
resulta 2= 60 — S(. 
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Tenemos ahora — 6 — 12( > O, 
46 +17¡ >0, 
GO — Sí > 0; 

de donde t< ~ i, 

í> — 2 H. 
í< 12; 

luego los valores que puede tener t son — 1 y — 2 ; y por consi- 
guiente el problema üene las dos únicas soluciones : 

í = — j ; ar = 6, í/ = ía9, 3: = 65, 
í = — 2 ; j; = 1 8» y = 12, 3 = 70. 

i 35. Consideremos el caso de dos ecuaciones con cnatro in- 
cógnitas, y sean 

Oic + tjf + C3 -f- áit — e, 

a'if -T- b'y -|- c's + cí'm = e'. 
Eliminando entre ellas una de las incógnitas, por ejemplo la 
u, resulta la ecuación con tres incógnitas 

Ax -\- By+ (7^ = D, 

Ya hemos visto que de esta ecuación resultan tres fórmulas, 
que nos dan en función de una ó de dos indeterminadas los 
\alores de x^ y, 2: sustituyendo estos valores en una de las ecua- 
ciones propuestas, se hallará en el primer caso el valor de u en 
función de dicha indeterminada y de otra segunda; y en el se- 
gando en función de las dos indeterminadas y de otra tercera. 

íBtí. Por el mismo estilo puede resolverse un número cual- 
quiera de ecuaciones^ cuyo numero de íucógnitas esceda endosó 
mas al de ecuaciones. 

Ejemplo. ba: — 8y + As + 2u ^ 30 , 

x — 4t/ — 23 + 60u = 38. 

Eliminando la x, resulta 

— 12i/ — 14? + 298«= 140, 

6 simplificando y pasando el término en u al segundo miembro, 

que nos da las fórmulas 

í/ = 19w— 7 — 7/, 

z= 5u — 4 + 6!. 
Sustituyendo estos valores en la seguoda de las dos ecaaciones 
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propuestas, y despejando inmediatamente la x, paes qae ss co^ 

ficiente es 1^ será 

x = 2 + 26u— 16/. 

Ahora. 19u — 7 — 7í > O, 

Stt — 4 + 6í > O, 

2 + 26« — iñt > 0; 

de las caales resultan 

19u — 7 

4 — 5w 
' > "6—* 
2 + 26u 
'<— i6— 
Asi, si « = 1 , será í < V, í > -I, * < ]; 
laego í = O, ó í = 1 : 

si t* = 1 y í = O , 

serán 3: = 28, y = 12, 2 = !; 

si u = 1 y í = 1 , 

serán ¡c = 12, y = K, ^ = 7; 

etc. 
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